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Resumo

Uma nova forma de medir a qualidade da aproximação da classificação ou da ordenação associada a um conjunto de atributos por outro é aqui proposta. A idéia básica é representar cada classificação por uma função binária definida no conjunto de todos os possíveis pares de opções e analogamente para a ordenação. Os índices de qualidade da aproximação propostos medem a probabilidade de concordância entre grafos determinados por essas funções.
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1. Introdução

Na Teoria dos Conjuntos Aproximativos (TCA), a qualidade da aproximação da partição de decisão pelos atributos de condição tem sido medida de diversas formas. Originariamente, ela é medida pelo índice ( de Pawlak. O cálculo deste índice é baseado na análise da aproximação de cada classe da partição de decisão. Basicamente, este índice se reduz cada vez que uma determinada opção é indiscernível segundo os atributos de condição de outra que pertence a uma classe de decisão diferente da sua. 

Isto conduz a pensar a qualidade da aproximação como uma propriedade das opções em vez de uma propriedade das relações de indiscernibilidade entre elas. Por exemplo, Gediga e Düntsch (2003) investigam a capacidade do índice ( de informar a utilidade dos atributos de condição para prever os valores dos atributos de decisão. Notam que, se há um único atributo de decisão e um único atributo de condição e ambos atribuem valores distintos para todas as opções, então o índice ( assume seu valor 

máximo embora, nesse caso, o conhecimento do atributo de condição de uma opção qualquer nada informe sobre a decisão quanto a essa opção.

A assimetria na definição do índice de qualidade da aproximação de Pawlak conduz a que ele assuma o valor máximo sempre que todas as opções sejam discerníveis pelo conjunto dos atributos de decisão, independente de qual seja a partição determinada pelos atributos de condição. Düntsch e Gediga (1997) propuseram uma medida de aproximação pela entropia que, embora eliminando esta assimetria, busca, tanto quanto o índice (, medir a qualidade da predição das classes de decisão pelos atributos de condição. Ela se baseia no refinamento da partição determinada pelos atributos de condição até gerar uma partição cujas classes sejam todas subconjuntos das classes de decisão e não pode ser aplicada ao exemplo acima. 

Neste trabalho se propõe um índice de qualidade da aproximação que se baseia de forma simétrica no conjunto dos pares de opções em vez de no conjunto das classes de decisão. A relação de indiscernibilidade gerada pelos atributos de decisão e a relação de indiscernibilidade gerada pelos atributos de condição determinam dois grafos, em cada um dos quais dois vértices estão ligados quando são indiscerníveis e desligados no caso contrário. A qualidade da aproximação pode ser medida pela concordância entre esses dois grafos. O índice de qualidade da aproximação aqui proposto é a proporção dos pares de opções distintas que tem a mesma situação nos dois grafos. Mais precisamente, é o cociente entre o número de pares de opções que são igualmente discerníveis ou indiscerníveis quando consideradas do ponto de vista dos atributos de decisão ou do ponto de vista dos atributos de condição e o número de combinações das opções duas a duas.

A adição de um novo atributo de condição, mesmo quando todos os atributos de decisão atribuindo a elementos de todas as classes de indiscernibilidade segundo estes o mesmo valor e atribuindo valores diferentes aos elementos da mesma classe, nunca reduz o valor do índice (. Tomando por base todos os possíveis pares de opções, o índice aqui proposto pode ter o seu valor tanto aumentado quanto diminuído pela inclusão de um novo atributo, dependendo da quantidade de diferenças que o novo atributo estabeleça entre opções a que são atribuídos valores idênticos pelos demais atributos do seu tipo e em quantos desses casos são idênticos os valores dados por todos os atributos do outro tipo. 

Pode-se argumentar que haja uma diferença entre duas opções estarem em classes de decisão distintas, freqüentemente por um único atributo de classificação final, e serem discerníveis por alguns dentre muitos atributos de condição. Esta diferença justificaria que não se levasse em conta a discernibilidade segundo os atributos de condição no cálculo do índice de qualidade de aproximação. Pode-se atender a este ponto de vista na abordagem baseada na contagem de concordâncias na ligação entre pares de opções excluindo, do numerador e do denominador no cálculo do índice, todos pares de opções discerníveis segundo os atributos de condição. 

A perspectiva assimétrica do índice de qualidade de aproximação de Pawlak é um pouco diferente. Não deseja dar importância à possibilidade de que os atributos de condição discriminem mais que os atributos de decisão, isto é, discriminem dentro das classes de indiscernibilidade segundo os atributos de decisão. Mas, leva em conta a discernibilidade entre os atributos de condição quando esta confirma a discernibilidade conforme os atributos de decisão. Um índice com esta característica pode também ser construído sem deixarmos de tomar por base os pares de opções em vez de as classes de decisão. O cálculo do índice, neste caso, não levaria em conta no denominador nem no numerador os pares de opções indiscerníveis segundo os atributos de decisão e discerníveis segundo os atributos de condição. Mas, continuaria a levar em conta os casos em que os dois conjuntos de atributos fazem simultaneamente distinção entre as opções do par, número que não é considerado no cálculo do índice (.
Variantes destes índices podem ser construídas para o caso em que os atributos são critérios de preferência, isto é, não apenas distinguem, mas, de fato, estabelecem relações de dominância entre as opções. A qualidade da aproximação pode ser medida no caso de dominância da mesma forma que no caso de apenas discernibilidade, calculando a proporção de pares de opções em que há, segundo os dois conjuntos de atributos, a mesma relação entre as opções, seja de dominância ou de indiscernibilidade. 

Para levar em conta a possibilidade de que, segundo um conjunto de critérios de preferência, duas opções podem ser discerníveis sem que uma domine a outra, o grafo no conjunto das opções que representa a relação de dominância segundo um conjunto de critérios deve ser um grafo dirigido. Arestas preenchidas nos dois sentidos indicam indiscernibilidade, arestas orientadas em um sentido único indicam dominância e a falta de ligação entre dois vértices indica indefinição quanto à dominância. Em situações como esta, em que há indefinição quanto à relação entre certas opções, o índice deverá excluir da contagem os pares de opções com relação indefinida segundo algum dos conjuntos de atributos, de decisão ou de condição. 

Pode-se considerar, por exemplo, que há indefinição segundo um conjunto de critérios de preferência, quando pelo menos um critério do conjunto contraria pelo menos um dos outros critérios ao preferir uma das opções do par à outra. Seriam, neste caso, excluídos do cálculo do índice todos os pares em que haja preferências conflitantes quando consideramos o conjunto dos atributos de decisão ou quando consideramos o conjunto de atributos de condição. 

Estes pares de opções, com avaliações contraditórias segundo qualquer um dos dois conjuntos de atributos, constituem conjuntos de volume diferente em diferentes contextos. Sua dimensão pode crescer com o número de atributos a ponto de reduzir demais o número de casos aproveitáveis no cálculo do índice. Para reduzir o número de contradições, eliminando aquelas envolvendo pequenas distâncias, uma saída é elevar a granularidade, isto é, usar aproximações mais grosseiras na medição dos atributos. Isto pode ser combinado com a transformação dos vetores de medidas originais em vetores de probabilidades de ser a opção preferida, que reduz diferenças entre opções de menor preferência.

No desenvolvimento deste trabalho será adotada uma alternativa mais simples de implementar, que tem a vantagem de aproveitar todos os pares de opções. Consiste em contar como preferida pelo conjunto de atributos a opção do par que seja preferida por maior número de critérios desse conjunto e contar como indiscerníveis as opções que têm o mesmo número de avaliações favoráveis e desfavoráveis. 

Na seção seguinte, uma breve revisão da teoria dos conjuntos aproximativos é apresentada e os índices acima propostos são apresentados formalmente. Na Seção 3, esses índices são empregados no cálculo de valores de Banzhaf (1965) e Shapley (1953) para avaliar a importância para a aproximação de atributos isolados e da interação entre atributos. A Seção 4 apresenta comentários finais.
2. Conjuntos Aproximativos e Qualidade da Aproximação

O conceito básico da TCA é a indiscernibilidade. A relação de indiscernibilidade é uma relação de equivalência: reflexiva, simétrica e transitiva. Deste modo, determina uma partição no universo de opções classificadas. Chamamos os elementos desta partição de conjuntos elementares. Qualquer subconjunto do universo considerado pode ser descrito em termos dos conjuntos elementares, através de duas aproximações, não necessariamente coincidentes, a aproximação inferior e a aproximação superior. O conjunto destas duas aproximações constitui o conjunto aproximativo. 

A aproximação inferior de um conjunto A qualquer é a união dos conjuntos elementares nele contidos. A aproximação superior é a união dos conjuntos elementares que tem interseção não vazia com ele. Assim, se uma determinada opção pertence a A, todas as opções dela consideradas indiscerníveis pertencem à aproximação superior de A. E somente pertencem à aproximação inferior aquelas opções em A que não sejam indiscerníveis de nenhuma opção fora de A.

Os elementos da aproximação superior que não pertencem à aproximação inferior constituem a fronteira do conjunto aproximativo. As fronteiras são as regiões de incerteza ou ambigüidade. Se a fronteira é vazia, o conjunto aproximativo é um conjunto comum, exato. Se em cada conjunto elementar não há opções diferentes, então todas as fronteiras são vazias. A aproximação inferior de um conjunto é o complementar da aproximação superior do complementar desse conjunto, de modo que a fronteira de qualquer conjunto e do seu complementar coincidem. A cardinalidade da fronteira é uma indicação da capacidade de identificarmos precisamente o conjunto com base nos dados disponíveis e a granularidade assumida. Por outro lado, comparando as cardinalidades das fronteiras associadas a diferentes conjuntos de atributos, também se pode avaliar a importância de cada atributo para a classificação.

As avaliações das opções pelos diferentes atributos podem ser apresentadas em uma planilha, cada linha correspondendo a uma opção e cada coluna a um atributo. Cada célula dessa planilha apresenta a avaliação da opção a que se refere a linha da célula relativamente ao atributo da coluna. Formalmente, cada classificação é caracterizada por uma quádrupla (U, Q, V, f), onde U é um conjunto não vazio, universo das opções consideradas, Q é um conjunto de atributos, cada atributo q(Q podendo receber avaliações no conjunto Vq, V é a união dos Vq e f, a função de informação, é uma aplicação do produto cartesiano de U e Q em V tal que, para cada u(U e q(Q, f(u,q)(Vq.

A cada P(Q, não vazio, está associada uma relação de indiscernibilidade em U, denotada IP. As classes de equivalência de IP são formadas pelas opções com idênticas avaliações segundo todos os atributos em P. Se (x,y) ( IP, dizemos que x e y são P-indiscerníveis. A classe de equivalência que contém a opção x é denotada IP(x) e é chamada um conjunto P-elementar.

A aproximação P-inferior e a aproximação P-superior de um subconjunto X qualquer de U são definidas, respectivamente, como Pinf(x) = {x(X: IP(x)(X}, o conjunto das opções de X que só são P-indiscerníveis de opções em X, e Psup(x) = Ux(XIP(x), o conjunto de todas as opções P-indiscerníveis de alguma opção em X. É fácil ver que Pinf(x) ( X ( Psup(x). A P-fronteira de X é o conjunto BP(X) = Psup(x) - Pinf(x). 

Uma medida global da qualidade de uma classificação qualquer Y = {Y1, ... , Yz} dos elementos de U, relativamente ao conjunto de atributos P, é dada pela razão (DP(Y) entre a soma das cardinalidades das aproximações P-inferiores dos elementos de Y e a cardinalidade de U. A perda de qualidade da classificação quando se exclui algum atributo de P é uma indicação da importância do atributo para explicar a classificação. Comparando os valores de (DP(Y) para diferentes valores de P temos um mecanismo para identificar quais atributos são relevantes para a classificação observada. 

Esta classificação Y é, na prática, o conjunto ID das classes de opções indiscerníveis segundo um conjunto de atributos D. Temos, deste modo, na planilha, o conjunto Q dos atributos dividido em duas partes, D e P. D é o conjunto dos atributos de decisão, responsável pela classificação Y que se deseja explicar usando os atributos do conjunto complementar P = Q – D, chamados de atributos de condição. 

O índice (DP(Y) se baseia exclusivamente na contagem dos casos em que opções indiscerníveis segundo P estão em classes distintas segundo D. Não considera na avaliação da aproximação a probabilidade de elementos discerníveis segundo P estarem na mesma classe segundo D. Uma medida mais completa e mais probabilística consiste em contar como indicadores de boa aproximação além dos casos de indiscernibilidade simultânea segundo P e D, também os casos de discernibilidade simultânea segundo P e D. A qualidade da aproximação é, então calculada, dividindo pelo número de pares de elementos do universo U a soma do número de pares de elementos indiscerníveis segundo P que pertencem à mesma classe segundo D mais o número de pares distintos segundo P que pertencem a classes distintas segundo D.

Esta definição pode ser formulada em termos de grafos. Toda relação de equivalência em um conjunto U determina um grafo cujos nós são os elementos de U e no qual há uma ligação entre dois nós se e só se eles são equivalentes. Considere os dois grafos GD e GP determinados pelas relações de indiscernibilidade segundo, respectivamente, P e D. O índice de qualidade da informação completo é dado pela probabilidade GDP de, escolhendo segunda uma distribuição uniforme um par de nós distintos, os dois grafos GD e GP apresentarem a mesma ligação ou ausência de ligação entre esses dois nós. Numericamente, GDP é obtido dividindo o número de pares de opções diferentes em U com a mesma ligação ou ausência de ligação em GD e GP pelo total #(U)* [#(U)-1]/2 de pares de opções distintas em U.

Greco et alii (1999) e Greco et alii (2000) adaptaram a TCA para levar em conta a importância da ordem no caso em que os atributos são critérios de preferência. Sua idéia básica é substituir o conceito de indiscernibilidade pelo de dominância. Greco et alii (2000) exploram o fato de que, lidando com ordenações de preferência, podemos nos limitar a partições (O1, ... , Ot) tais que, se r < s, então, para todo x(Or e y(Os,, a preferência por x é maior ou igual à preferência por y. Neste caso, podemos substituir a partição (O1, ... , Ot) pelo conjunto das uniões para cima e para baixo, (O1≥, ... , Ot≥) e (O1≤, ... , Ot≤), onde, para qualquer r, Or≥ é a união de todos os Os com s > r e Or≤ é a união de todos os  Os com s < r. Nas uniões para cima, só precisamos nos preocupar com as fronteiras inferiores e, nas uniões para baixo, com as fronteiras superiores. 

A aproximação inferior para uma união para cima Or≥ com relação a um conjunto de atributos de preferência P é o conjunto P-(Or≥) das opções x tais que todas as opções que dominam x com relação a P pertencem a Or≥. Já a aproximação superior, P+(Or≥),  é formada pelas opções x que dominam alguma opção em  Or≥. Inversamente no caso de união para baixo. Com base nestas definições, fronteiras e medidas de qualidade da aproximação podem ser construídas como no caso de ausência de ordem.

O índice de qualidade da aproximação completo aqui proposto para uma classificação ordenada O = (O1, ... , Ot) pelo conjunto de critérios P é calculado dividindo, pelo número de pares de elementos do universo de opções U para os quais ou há indiscernibilidade ou há dominância tanto segundo P quanto segundo D, a soma do número de casos em que há indiscernibilidade simultânea segundo P e segundo D com o número de pares discerníveis simultaneamente segundo P e segundo D, com a dominância no mesmo sentido segundo P e segundo D.


Esta definição também pode ser formulada em termos de grafos. O grafo que representa uma relação de preferência entre as opções do universo U, é um grafo orientado, com aresta orientada do nó x para o nó y se há preferência e aresta simples se há indiscernibilidade. Se a relação de preferência for completa, só há essas duas possibilidades. Seguindo a definição de Greco et alii (2000), uma opção x domina uma opção y com relação ao conjunto de atributos P se e só se a preferência por x é maior ou igual à preferência por y segundo todos os critérios em P. Com esta definição poderá haver nós sem ligação. 

Para aproveitar mais informação disponível, pode-se, entretanto, construir uma relação de preferência completa, estabelecendo que há dominância da opção x sobre a opção y segundo P se o número de atributos em P segundo os quais x é preferível a y é maior que o número daqueles segundo os quais y é preferível a x e que há indiscernibilidade se esses dois números são iguais. O índice de qualidade da informação completo será neste caso dado pela razão G>DP entre o número de pares de opções diferentes com o mesmo tipo de ligação nos gráficos de D e de P e o número total #(U)* [#(U)-1]/2 de pares de opções distintas em U.

3. Medidas de Importância

O índice de qualidade da aproximação completo pode ser calculado para todos os subconjuntos do conjunto de atributos P, de modo a avaliar o efeito da inclusão ou exclusão de um mais atributos sobe a qualidade da aproximação. Uma medida deste efeito trazida da Teoria dos Jogos para o contexto dos conjuntos aproximativos é o valor de Shapley, determinado, para o atributo i, por:

((i) = ((K(P\{i}p(K)*(GDK({i}-GDK))/n

onde n é o número total de atributos em P e o peso p(K) é dado pelo inverso do número de combinações de n-1 elementos em grupos de tamanho igual à cardinalidade #(K) do conjunto de atributos K. Usando pesos iguais, obtemos uma medida mais simples, que é o valor de Banzhaf, dado por:

(B(i) = ((K(P\{i}(GDK({i}-GDK))/2n-1.

A importância conjunta de dois ou mais atributos pode ser calculada de forma análoga. Por exemplo, para o par de atributos i e j podemos calcular o valor de Shapley

((i,j) = ((K(P\{i,j}p2(K)*( GDK({i,j}- GDK({i}- GDK({j}+ GDK))/(n-1)

onde o peso p2(K) é dado pelo inverso do número de combinações de n-2 elementos em grupos de tamanho igual à cardinalidade de K. Analogamente ao caso de um único atributo, se usamos pesos iguais, temos índices de Banzhaf conjuntos. Nestes cálculos, como no anterior, usamos ((O,ø)=0.


A diferença entre os valores conjuntos dos atributos i e j e os valores de cada um deles isoladamente revela a interação entre eles, ou, mais precisamente, a vantagem derivada do seu emprego conjunto para explicar a decisão. Se é negativa, podemos concluir que o atributo com menor valor não melhora a qualidade da aproximação.


Para mostrar como isto funciona, índices de qualidade da aproximação completos e valores de Shapley são calculados abaixo para dados de dois exemplos de Düntsch e Gediga (1997) e Gediga e Düntsch (2003). No primeiro exemplo, há oito opções, dois atributos de condição, p e q, e um atributo de decisão, d. Os dados estão na Tabela 1.

Tabela 1. Dois Atributos de Condição

	Opções
	Atributos de Condição
	Decisão

	
	p
	q
	d

	O1
	0
	0
	0

	O2
	0
	2
	0

	O3
	0
	2
	0

	O4
	1
	1
	0

	O5
	1
	0
	1

	O6
	1
	2
	1

	O7
	1
	2
	1

	O8
	0
	1
	1


((p) = ((q) = 0 e ((p,q) =1, de modo que os valores de Banzhaf e Shapley são ambos ½. Não obstante, q apresenta as mesmas avaliações nos dois blocos de 4 opções distinguidos pelo atributo de decisão, enquanto p apresenta apenas uma inversão relativamente a d, nas avaliações das opções O4 e O8.   

 
O índice baseado na probabilidade de predizer corretamente a discernibilidade entre pares de opções quaisquer mostra essa clara superioridade do atributo p. De fato, Gdq = 0,43, Gdp = 0,57 e Gd{p,q} = 0,64. Isto conduz a valores de Shapley e Banzhaf de 0,39 para p e de 0,25 para q. Como o valor conjunto é, no caso de um total de apenas dois atributos, igual ao seu índice de informação, verifica-se que os valores isolados são, cada um, menos de metade do valor conjunto, apontando para a importância da interação. Assim, q é relevante, não como preditor de d, mas, em termos de contribuição para detector discernibilidade segundo d em casos de idêntica avaliação segundo p.

Esta contribuição é bem menor se a ordem deve ser levada em conta, uma vez que as avaliações de O1, O2 e O3 por meio de q são menores que a de O8 e as de O5, O6 e O7 maiores que a de O1. Isto se reflete nos valores G>dq = 0,25, G>dp =0,54 e G>d{p,q} = 0,54, levando a valores de Shapley e Banzhaf de 0,46 para p e de 0,125 para q. Assim o valor de p é mais próximo do valor conjunto, mas, ainda inferior, apontando ainda para a existência de uma contribuição importante de q na presença de p. Se excluirmos do cálculo do índice na hipótese de dominância os pares de opções (O2,O4), (O2,O5), (O3,O4), (O3,O5) e (O5,O8), a qualidade da aproximação por p e q juntos decresce para 0,52, o que não afeta a conclusão quanto à interação entre p e q.

O segundo exemplo ajuda a esclarecer a utilidade de levar em conta a ordem no cálculo do índice no caso de critérios de preferência. Neste exemplo, temos 16 opções avaliadas segundo cinco atributos de condição, a, b, c, p e q, e um atributo de decisão, d. Este divide as opções em oito classes de tamanho 2, enquanto os atributos de condição realizam total discriminação das 16 opções. Os dados estão na Tabela 2.

Tabela 2. Cinco Atributos de Condição

	Opções
	Condição
	Decisão

	
	a
	b
	c
	p
	q
	d

	O1
	1
	1
	0
	0
	1
	0

	O2
	2
	1
	0
	0
	2
	0

	O3
	1
	1
	0
	1
	2
	1

	O4
	2
	2
	0
	1
	1
	1

	O5
	1
	2
	0
	1
	1
	2

	O6
	2
	2
	0
	1
	2
	2

	O7
	1
	2
	0
	1
	2
	3

	O8
	2
	1
	0
	1
	1
	3

	O9
	1
	1
	1
	1
	1
	4

	O10
	2
	1
	1
	1
	2
	4

	O11
	1
	1
	1
	1
	2
	5

	O12
	2
	2
	1
	1
	1
	5

	O13
	1
	2
	1
	1
	1
	6

	O14
	2
	2
	1
	1
	2
	6

	O15
	1
	2
	1
	1
	2
	7

	O16
	2
	1
	1
	1
	1
	7


A Tabela 3 apresenta os índices de qualidade da aproximação para todos os subconjuntos não vazios do conjunto dos atributos de condição, primeiro assumindo ausência de dominância e depois assumindo dominância.  

Tabela 3. Qualidade da Aproximação sem e com Hipótese de Dominância

	atributos
	sem
	com
	atributos
	sem
	com
	atributos
	sem
	com
	atributos
	sem
	com

	abc
	0,87
	0,57
	abcp
	0,88
	0,62
	abcq
	0,93
	0,53
	abcpq
	0,93
	0,58

	ab
	0,73
	0,37
	abp
	0,78
	0,45
	abq
	0,87
	0,37
	abpq
	0,88
	0,42

	ac
	0,73
	0,50
	acp
	0,78
	0,58
	acq
	0,87
	0,55
	acpq
	0,88
	0,60

	bc
	0,80
	0,62
	bcp
	0,83
	0,65
	bcq
	0,87
	0,58
	bcpq
	0,88
	0,63

	a
	0,47
	0,23
	ap
	0,58
	0,35
	aq
	0,73
	0,35
	apq
	0,78
	0,40

	b
	0,53
	0,35
	bp
	0,63
	0,45
	bq
	0,73
	0,38
	bpq
	0,78
	0,47

	c
	0,60
	0,60
	cp
	0,70
	0,70
	cq
	0,73
	0,50
	cpq
	0,78
	0,58

	
	
	
	p
	0,30
	0,30
	q
	0,47
	0,23
	pq
	0,58
	0,35


O atributo q apresenta como característica principal, junto com o atributo a, discriminar entre opções da mesma classe de decisão. Já o atributo p, da mesma forma que o atributo c, discrimina classes com avaliações baixas pelo atributo de decisão de classes com avaliações altas segundo esse atributo. A diferença entre p e c é que, enquanto este é simétrico, p permanece fixo ao longo de sete das oito classes de decisão. Isto se reflete nos valores de Shapley, apresentados na Tabela 4, calculados primeiro para o caso de ausência de dominância e, na última coluna, para a hipótese de dominância. Os valores de Banzhaf seguem o mesmo padrão. 

Embora, sem levar em conta a ordem o atributo p seja o menos importante, se assumimos a hipótese de dominância, ele se torna mais importante que todos os demais atributos exceto c, enquanto o valor de q se torna menor que o de todos os outros atributos exceto a. Quanto à contribuição conjunta de p e q, encontra-se um valor de Shapley de 0,24 se os índices de qualidade da aproximação são calculados para a hipótese de ausência de dominância e de 0,12 na hipótese contrária. Assim, p e q devem ser ambos mantidos se não há dominância, mas, na hipótese de dominância, q é irrelevante na presença de p. Resultados análogos são obtidos com o uso do valor de Banzhaf.

Tabela 4. Valores de Shapley e Banzhaf para Cinco Atributos

	Atributo
	sem dominância
	com dominância

	
	Shapley
	Banzhaf
	Shapley
	Banzhaf

	A
	0,19
	0,16
	0,03
	0,00

	B
	0,22
	0,18
	0,10
	0,07

	C
	0,24
	0,20
	0,29
	0,25

	P
	0,09
	0,07
	0,11
	0,09

	Q
	0,19
	0,16
	0,04
	0,01


4. Conclusão
Os índices de qualidade da aproximação propostos, tanto para a hipótese de simples classificações sem ordenação quanto para a hipótese de critérios de preferência, levando em conta de forma natural toda a informação disponível, fornecem medidas que podem ser utilizadas com mais segurança que medidas derivadas do exame de um número menor de casos. Nos exemplos examinados, a comparação da qualidade da aproximação por diferentes conjuntos de atributos, seja quando são empregados diretamente, seja quando são empregados no cálculo de valores de Shapley ou de Banzhaf não apresenta nenhum resultado surpreendente. 

Encontram-se, também, nesses exemplos diferenças muito pequenas entre os índices de Shapley e de Banzhaf. Um possível desenvolvimento futuro desta abordagem sugerido por essa semelhança consiste em investigar o efeito de outras escolhas, seja dos pesos na composição desses valores, seja da distribuição de probabilidades no produto cartesiano das opções. Essa investigação poderá resultar na descoberta de formas sistemáticas de caracterizar os índices assimétricos da abordagem clássica e outros índices de que se pode cogitar. 
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