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RESUMO

A utilizacdo da Programacdo Linear Multiobjetivo (PLMO) dentro do contexto da Analise
Envoltéria de Dados (DEA) surge a partir do conceito de Pareto eficiéncia que as duas
abordagens compartilham. Este trabalho faz uma revisdo bibliogrifica sobre a intera¢do entre
DEA e PLMO, assim como investiga a viabilidade da determinacdo de novos indices de
efici€éncia baseados em proje¢des obtidas por métodos de PLMO.
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1. INTRODUCAO

Ao longo dos anos, varios pesquisadores observaram que os Métodos de Apoio Multicritério a
Decisdo — MCDA (dentre os quais se encontra a Programacio Linear Multiobjetivo — PLMO), e a
Andlise Envoltéria de Dados (Data Envelopment Analysis — DEA) tém vdrios pontos em comum
(Belton e Vickers, 1993, Gomes et al., 2000). Assim, muitos pesquisadores tém aproveitado esses
pontos em comum para obter vantagens do outro enfoque.

A idéia da utilizacio da PLMO no contexto DEA surge a partir do conceito de Pareto
eficiéncia que as duas abordagens compartilham. Este trabalho faz uma revisdo bibliografica

sobre a integracdo entre DEA e PLMO. Dentre esses trabalhos alguns propdem um modelo



multiobjetivo baseado nos modelos DEA padrio para obter solugdes para problemas na PLMO.
Outros, ao comparar DEA e PLMO, utilizam alguns conceitos da PLMO para construir novas
medidas de eficiéncia. Ha ainda trabalhos que utilizam os conceitos e modelos de DEA como
parte de um processo de solugdo PLMO, e outros com caracteristicas muito variadas para
caracteriza-los como pertencentes a uma ou outra drea. Uma outra classe de artigos estuda o
chamado problema inverso, pois ao invés de calcular a eficiéncia baseada nos niveis input e
output da DMU, percorre-se o caminho inverso, isto €, gera-se um problema linear multiobjetivo
e € proposto um método para solucionar tais problemas.

Mais recentemente, formulagdes multiobjetivo foram usadas como ferramentas auxiliares
dentro de problemas de DEA, como nos modelos de eficiéncias vetoriais e fuzzy-DEA.

Além de rever estas abordagens, o presente trabalho explora direcdes futuras, com &nfase na
discussao da viabilidade da determina¢do de novos indices de eficiéncia baseados em projecdes

obtidas por métodos de PLMO.

2. APROGRAMACAO LINEAR MULTIOBJETIVO E A ANALISE ENVOLTORIA DE
DADOS: CASOS DE INTEGRACAO

Desde o surgimento de DEA (Charnes, Cooper e Rhodes, 1978) muitos pesquisadores
observaram caracteristicas parecidas e complementares com os Métodos de Apoio Multicritério a
Decisdao (MAMD). J4 em 1993, Belton e Vickers observaram que sido enfoques complementares.
Gomes et al. (2000) fizeram uma pesquisa bibliogrifica sobre o tema. Dentre dos MAMD
encontra-se a Programacao Linear Multiobjetivo (PLMO) (Climaco et al., 2003).

A idéia da utilizacio da PLMO no contexto DEA surge a partir do conceito de Pareto
eficiéncia que as duas abordagens compartilham. Ambas as metodologias procuram um conjunto
de unidades ndo comparaveis entre si, que sdo eficientes ou melhores que as outras, em ao menos
um aspecto ou dimensdo. Isto é, dedicam-se a caracterizar as faces eficientes do espaco de
solu¢do dos problemas (Stewart, 1996).

Existem vdrios trabalhos que tratam sobre a PLMO e DEA. Alguns destes trabalhos estdo
caracterizados por propor um modelo multiobjetivo ou um processo multiobjetivo baseado nos
modelos DEA padrdo. Outros ao comparar DEA e PLMO utilizam alguns conceitos da PLMO

para construir novas medidas de eficiéncia. H4 ainda trabalhos que utilizam os conceitos e



modelos de DEA como parte de um processo de solucdo PLMO, e outros com caracteristicas

muito variadas para caracteriza-los como pertencentes a uma ou outra area.

A tabela 1 resume esta situacdo e contém algumas das referéncias bibliograficas sobre cada

uma das abordagens.

Tabela 1. Resumo dos enfoques DEA - MOLP

Tipo Sub tipo Alguns modelos Referéncia
Comparagdes Ponto de Referencia | Joro et al (1998)
estruturais e e CCR (Charnes,
Compartilhamento Cooper e Rhodes)
de conceitos
Value Efficiency Halme et a. (1998)
Analysis (VEA)
Uso de PLMO em | Uso direto MCDEA Li e Reeves (1999)
DEA (MultiCriteria Data
Envelopment
Analysis)
MORO e MORO-D | Estellita-Lins et al
(MultiObjective (2004)
Ratio Optimization —
Dominated)
Modelo GDEA Yu et al (1996a)
(Generic Data
Envelopment
Analysis)
Uso como Outputs alternativos | Golany (1988)
ferramenta
intermediaria
Restrigdes de pesos | Kornbluth (1991)

Cooperacdo em
modelos GSZ
(Ganhos de Soma
Zero)

Gomes et al. (2003)

Fuzzy- DEA Soares de Mello et al

multidimensional (2005)

Eficiéncias Vetoriais | Soares de Mello et al

(2006) no prelo

Uso de DEA em Problema de Liu et al (2000)
PLMO Alocagdo de

Recursos

Multiobjetivo

Aplicagdo do Yun et al (2001)

modelo GDEA a




Algoritmos
Genéticos

Em seguida € feita uma breve descri¢ao dos modelos mais representativos.

O primeiro trabalho que une os conceitos DEA e PLMO ¢ o de Golany (1988). Ele propde um
algoritmo que tem como objetivo determinar um vetor de outputs possiveis, que seja eficiente
para um vetor de inputs dado. Golany propds um modelo multiobjetivo para obtencao de indices
de eficiéncia através de um modelo multiobjetivo linear fraciondrio, dentro de um algoritmo de
busca interativa para alvos para as unidades que estdo sendo avaliada (Decision Making Units —
DMUs)

Em um trabalho posterior, Kornbluth (1991), ao estudar a inclusio de restri¢des nos pesos nos
modelos DEA padrdo, notou que os modelos DEA poderiam ser expressos como modelos de
programagdo linear fraciondria multiobjetivo. Neste modelo obtém-se um total de 2n funcdes
objetivo. O autor afirma que a utilizacdo desta formulagdo com relacdo a formulagdo DEA
classica fornece maior informagdo do que a formula¢ido padrdo, no sentido que a formulagao
padrdo encontra apenas os pesos Otimos e a eficiéncia para a DMU 0 que estd sendo avaliada.
Utilizando-se o modelo proposto esta informagao € obtida de forma direta, dado que nas funcdes
objetivo encontram-se todos os outputs e inputs ponderados de todas as DMUs. Nao foram
encontradas posteriores aplicagdes deste modelo na literatura.

Joro et al. (1998) fizeram uma comparagdo estrutural dos modelos DEA padrdo e do modelo
multiobjetivo utilizando o enfoque da distancia a um ponto de referéncia (Climaco et al., 2003).
Em ambos os modelos o propdsito € identificar pontos eficientes e sugerir projecdes dos pontos
ineficientes baseados em informagdo disponivel. Em DEA, a projecao é encontrada fazendo com
que alguns modelos matematicos determinem os pesos que associam o ponto analisado com o
melhor ponto de eficiéncia possivel. Em PLMO, a dire¢do da projecdo estd baseada no uso de
pesos (mais geralmente, parametros) que o decisor pode diretamente ou indiretamente influenciar
refletindo a sua estrutura preferida. Além disso, PLMO geralmente, e outros modelos MCDA,
sdo considerados ferramentas de planejamento “ex ante”, enquanto que DEA € considerada uma
ferramenta de avaliacdo “ex post”. Este trabalho foi a base para uma nova proposta de calcular a
eficiéncia em DEA chamada de Value Efficiency Analysis.

A Value Efficiency Analysis (VEA) € uma abordagem baseada em um enfoque da PLMO e foi

proposto por Halme et al (1998). Esta abordagem consta de duas partes. Na primeira, escolhe-se



uma alternativa preferida pelo usudrio. Esta alternativa, que é um vetor, é chamada de Solucdo
Mais Preferida (Most Preferred Solution — MPS) do decisor. Logo apds a defini¢do da MPS, a
eficiéncia de cada DMU ¢ determinada com relagdo a MPS e aos hiperplanos tangentes a ela.
Este enfoque fornece uma alternativa a utilizacdo de pesos como forma de incorporar informacao
ou julgamentos de valor em DEA. Posteriormente, o trabalho de Joro et al (2003) apresenta uma
forma de determinar limites inferiores para os indices de eficiéncia fornecidos pelo enfoque

VEA.

Ja em outra categoria, tem-se o trabalho de Yu et al (1996a). Eles fizeram um estudo sobre as
propriedades estruturais das superficies eficientes em DEA do conjunto de possibilidades de
producdo no modelo generalizado DEA (GDEA) introduzido por Yu et al. (1996b). O modelo
GDEA contém os modelos DEA padrdao como casos particulares. As relagdes entre unidades de
decisdo podem ser achadas resolvendo o modelo GDEA com descri¢do de predilecao de cone.
Utilizando estas relacdes para identificar as posicdes relativas das unidades com relacdo a
fronteira eficiente, foi proposto um algoritmo eficiente para construir todas as fronteiras
eficientes DEA. Andlises posteriores mostram propriedades das fronteiras eficientes DEA
considerando vdrias sub classes de modelos DEA. Sdao obtidas expressdes analiticas para as
superficies eficientes em DEA que sdo uteis para analisar a estrutura das eficiéncias e uma
classificacdo estratégica de grupo. Os resultados deste trabalho sugerem aplicagcdes importantes
na construgdo de solucdes Pareto eficientes (ou solu¢des nao dominadas), ao analisar as
propriedades estruturais das solu¢des de Pareto em programacao multiobjetivo.

Os pesquisadores Wei et al (2000) estudaram o problema da estimacao de outputs que podem
ser produzidos por uma DMU dado que alguns inputs foram incrementados de forma tal a ndo
alterar a sua eficiéncia atual. Analogamente, no caso de ser necessdrio incrementar os outputs,
mantendo a eficiéncia atual, determinar a quantidade de inputs a serem incrementados. Este € um
problema que os autores chamam de inverso, pois ao invés de calcular a eficiéncia baseada nos
niveis input e output da DMU, percorre-se o caminho inverso. Isto gera um problema linear
multiobjetivo para o qual € proposto um método para solucionar tais problemas. Utiliza-se a
solu¢do Gtima para determinar os valores dos parametros. Este problema pode ser visto como

uma forma de analise de sensibilidade.



Dentre os trabalhos que utilizam DEA como parte do processo de solu¢do para problemas de
PLMO, temos o trabalho de Lui et al (2000) que utilizam os modelos DEA para obter solugcdes
para modelos multiobjetivo bindrios, especificamente para o Problema de Alocacdo de Recursos
MultiObjectivo (Multi-objective Resource Allocation Problem — MRAP). Este problema trata de
uma entidade de servicos do setor publico para alocar m recursos a ¢ atividades, enquanto tem-se
s objetivos conflitantes. O processo de alocacdo seleciona as atividades a serem realizadas. Os
autores formularam este problema como um problema bindrio e desenvolveram um algoritmo em
duas etapas para gerar e avaliar DMUs, que estd centrado na geracdo de solucdes parcialmente
eficientes. A primeira etapa gera uma DMU que maximiza a fun¢do de distancia. A segunda
etapa € utilizada para avaliar a eficiéncia das DMUs geradas e avaliadas. Assume-se que todos os
recursos e objetivos sdo ndo negativos e limitados. Esta suposi¢do pode ndo ser pratica devido a
limitagc@o de alguns recursos. Alem disso, este estudo foi feito visando o setor ptblico (tal como
as primeiras aplicagdes de DEA). O artigo mostra como DEA pode servir para a PLMO, assim
como a PLMO pode servir para solucionar problemas em DEA.

Weber et al (1998), centraram-se no ambiente de selecio de vendedores que € de natureza
multiobjetivo. O trabalho apresentado discute trés enfoques para selecdo e negociacdo com
vendedores que ndo foram selecionados. Além disso, sdo descritas situagdes nas quais DEA e
PLMO podem ser utilizadas para o processo de selecdo e negociagdo. Nesta aplicagdo foram
utilizados os enfoque DEA e PLMO de forma complementar e nio como um modelo unificado
de tipo multiobjetivo.

Yun et al (2001b) utilizaram o modelo DEA Generalizado — GDEA (Yun et al, 1999)
misturado a Algoritmos Genéticos para gerar fronteiras eficientes para problema de otimizacio
multiobjetivo. O modelo GDEA produz solugdes alternativas de forma mais rdpida que outros
métodos baseados em Algoritmos Genéticos. O método pode levar a fronteiras eficientes
desejaveis tanto em problemas nio convexos, quando como em problemas convexos. A eficiéncia

do método foi mostrada através de exemplos numéricos.

3. DETALHAMENTO DE DOIS MODELOS MULTIOBJETIVO NA ANALISE
ENVOLTORIA DE DADOS
Nesta sec@o apresentam-se dois modelos que fazem uma formulagdo multiobjetivo na Anélise

Envoltéria de Dados. Foram escolhidos pela sua potencialidade de desenvolvimentos posteriores



e pelo fato de cada um incidir sobre formulagdes duais de DEA: um sobre o modelo dos

multiplicadores e outro sobre o modelo do envelope.

3.1. MODELO MULTICRITERIO PARA A ANALISE ENVOLTORIA DE DADOS -
MCDEA

Os pesquisadores Li e Reeves (1999), no enfoque que eles chamaram de Modelo de Andlise
Envoltéria de Dados Multicritério (Multiple Criteria Data Envelopment Analysis — MCDEA),
propdem um modelo multiobjetivo, baseado no modelo dos multiplicadores, para tentar resolver
dois problemas freqiientes em DEA: incrementar e melhorar a discrimina¢do das DMUs, e uma
melhor distribuicdo de pesos para as varidveis. O primeiro problema acontece quando o niimero
de DMUs ndo € muito grande em comparacdo com o nimero total de inputs e outputs (pois 0s
modelos padrao identificam muitas DMUs como eficientes). O segundo problema ocorre quando
uma DMU ¢€ eficiente com pesos muito grandes em umas poucas varidveis; portanto, estes
esquemas de pesos ndo sdo realistas, pois desconsideram outras varidveis. Estes dois problemas
estdo intimamente relacionados.

Os autores comecam a identificar que uma DMU € eficiente quando hy = 1 o que significa que
a restri¢do relativa a essa DMU estd ativa € portanto tem folga zero. A idéia bésica € considerar
essa folga como medida de eficiéncia ao invés do h. Essa folga é chamada de d. Assim, o modelo

CCR em (1) pode ser reformulado como (2):
Max hy, = z"ury,j0 (H
r=l1

Sujeito a:

u, vi=0, Vr i

Min dy (ou max hy, = Zu,yrjo ) )
r=1



Sujeito a:

N m
Zury,j _Zving +d;=0,j=1,..,n
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u, vy dj=20, Vr, i

Onde v; e u, sdo os pesos de inputs i, i=1,....m, e outputs 1, r =1,...,s respectivamente; x;

sd0 os inputs i e outputs r da

e y, sdo os inputs i e outputs r da DMU j, j=1,..,n; x,, e y,
DMU 0. Além disso, dy € a varidvel de desvio para a DMU 0 e d; € a varidvel de desvio da j-
ésima DMU, isto é, o quanto a DMU estd se desviando da eficiéncia. Neste modelo, a DMU 0 é
eficiente se, e somente se, dp = 0, isto €, hp = 1. Se a DMU 0 nao é eficiente, seu escore de
eficiéncia € hy = I — dy. Assim, uma DMU € mais eficiente quanto menor for dy, como dy € [0, 1)
pode ser vista como uma medida de “ineficiéncia”, isto €, quanto menor valor de dy, menor a
ineficiéncia, ou seja, mais eficiente € a DMU,. Entdo pode-se dizer que o método cldssico DEA
minimiza a ineficiéncia da DMU, medida por dy, com as restricdes de que a soma ponderada dos
outputs € menor ou igual a soma ponderada dos inputs para cada DMU.

Além da maximizacdo da eficiéncia de cada DMU, o modelo considera um objetivo de
benevoléncia generalizada, a minimizacdo da soma dos desvios, e de equidade, a minimizacao do
desvio maximo.

O modelo MCDEA ¢ apresentado a seguir:

Min dy 3)
Min Max d;

Min ) d,
j=1
Sujeito a:

vx, =1,

m
i”Vijy
=1

1

m

N
Zu,,yrj —Zvix,j +dj =0,j=1,..,n
r=1 i=1

u, vi =0, Vr, i, J.



A primeira fungdo objetivo € a cldssica de maximizagdo de eficiéncia, a segunda € de equidade
e a terceira de benevoléncia generalizada.

A funcdo de equidade melhora a eficiéncia média das DMUs sem aumentar o nimero de
eficientes e atua apenas na DMU menos eficiente. O resultado € semelhante ao obtido pelo
método Multicritério de Selecdo de Varidveis (Soares de Mello et al, 2004) no uso da funcéo de
equidade.

Ja a funcdo de benevoléncia generalizada também aumenta a eficiéncia média, sé que neste
caso pode aumentar o nimero de DMUs eficientes. Tem um comportamento semelhante a

formulagdo benevolente da avaliagdo Cruzada (Doyle e Green, 1994)

No trabalho original os autores apenas utilizar como método de solucido a soma ponderada.

3.2. MODELO MULTIOBJETIVO PARA DETERMINACAO DE ALVOS
ALTERNATIVOS: MORO E MORO-D

Estes modelos foram apresentados por Angulo-Meza (2002) baseado no trabalho preliminar de
Tavares (1998). Eles foram usados por Soares de Mello et al (2003) e Estellita Lins et al (2004).

O modelo de Programacao Linear Multiobjetivo utilizado visa independéncia na maximizagao
dos outputs e na minimizacao dos inputs, de tal forma que seja encontrado um conjunto de metas
na fronteira eficiente. Devido ao fato de incorporar as opinides dos decisores na escolha do alvo
dentro de um conjunto, o modelo nido deve ser usado conjuntamente com outras técnicas de
explicitacio de preferéncias.

A aplicagdo do modelo multiobjetivo € feita apenas para um dos modelos proposto em Soares
de Mello et al (2003), o modelo de vendas, por ser o mais simples e o que melhor identifica a
crise cambial de 1999 (vide referéncia para maiores detalhes). A formalizagdo desse modelo, para
o estudo de caso deste artigo, é dada por (2), onde ¢, € o fator de incremento do output r e @; sdo
os fatores de decremento do input i, x;;, y,;, sdo os valores das varidveis de input € 0 output para a
DMU j, 4; sdo os coeficientes da combinagdo linear convexa que representam os benchmarks,
isto € as DMU j eficientes.

As fungdes objetivo consideram variacOes independentes para cada varidvel, maximizam os

outputs € minimizam os inputs, € estdo sujeitas a que o aumento nos outputs € o decremento nos



inputs sejam até a fronteira eficiente, determinada pelas DMUs eficientes. As restricdes
determinam que, para o alvo calculado, a producdo ndo diminua nem o0s recursos aumentem,
respectivamente, em relacdo aos valores originais da companhia, caracterizando o modelo
MORO-D, com dominancia. Como uma interpretacio menos formal desse modelo, pode-se
afirmar que a DMU evita perder suas caracteristicas de operagdo na busca do alvo. Se forem
retiradas essas restrigdes, o modelo € dito sem dominancia — MORO, o que significa que a DMU
na busca de seu alvo pode aumentar seus inputs ou diminuir seus outputs, ji que pode ser
projetada em qualquer ponto da fronteira Pareto eficiente.

max @,

max g,

min@,

ming@,,

“

sujeito a

¢ryrj0 ZZy,j/lj, Vr=1,..,s
=1

0 x, = z’:xl.jij, Vi=1,..m
j=1
¢, 21, Vr=1I..s
0, <1, Yi=I,..m
2,20, Vj=1l.n
Em (4) otimizam-se as projecdes de cada uma das varidveis (s outputs e m inputs) de maneira
independente. Tal como foi notado por Angulo-Meza (2002), hd dois tipos de métodos de
solucdo, que diferem na forma de converter o problema multiobjetivo em um problema mono
objetivo. Um encontra solucdes bdsicas ndo dominadas, ponderando cada uma das fungdes
objetivo (Kornbluth, 1974); o outro permite percorrer a fronteira ndo dominada, utilizando uma
funcdo de distancia. Em DEA, o primeiro desses métodos equivale a considerar como possiveis
alvos as DMUs extremo-eficientes e as DMU virtuais que limitam a regido vidvel de projecdo. O
segundo equivale a percorrer de forma interativa a regido de projecdo, obrigatoriamente Pareto
eficiente. Quando a fronteira € percorrida de forma interativa, encontra-se uma infinidade de
possiveis alvos e, portanto, precisa-se da intervengdo do especialista para a escolha de um deles.
Ja no primeiro caso, conta-se com um conjunto finito de possiveis alvos que possibilita ao

utilizador ou decisor uma andlise global dessas alternativas.



Desde a proposta do modelo anterior, havia uma preocupagdo para determinar a eficiéncia de
uma DMUs com relacdo ao alvo escolhido. Angulo-Meza et al. (2003) apresentaram duas
propostas para medir a eficiéncia de forma ndo radial. Neste trabalho, utiliza-se o primeiro
enfoque de solu¢do de problemas de PLMO, assim, tem-se um conjunto de alvos para cada
DMU. O primeiro indice de eficiéncia considera os valores obtidos para ¢ e ¢ de cada solucdo e
obtém-se uma média simples. Na segunda proposta, de forma tal a considerar a importancia
relativa de cada varidvel, utiliza-se uma média ponderada, onde cada ponderacdo € obtida das

regides de indiferenca de cada fungdo objetivo (Kornbluth, 1974).

4. COMENTARIOS FINAIS E DIRECOES FUTURAS

Ao longo da pesquisa bibliografica observou-se que existe um grande interesse na integracao
de DEA e a PLMO. Tal como foi visto, devido aos pontos em comum, existem trabalhos
baseados tanto na solucao de problemas de DEA usando PLMO quanto o inverso.

No primeiro caso, existe também uma preocupacdo com relagdo as medidas de eficiéncia que
podem ser determinadas utilizando a PLMO ou outros enfoques. Estas medidas sdo chamadas de
ndo radiais, indices de eficiéncia ndo radiais, ou seja, variacdes ndo proporcionais dos inputs e
outputs e permissao de alteracdo simultanea dos inputs e outputs. Alguns dos indices existentes
que adotam este enfoque sdo Ruggiero e Bretschneider (1998), que introduziram a medida
ponderada de Russell; Pastor et al. (1999), que propdem medidas de eficiéncia globais — Global
Efficiency Measures, GEMs; Briec (2000), que apresenta uma modificacdo e extensdo das
medidas de Russell; Tone (2002), que propde uma medida baseada nas folgas utilizando o
conceito de super eficiéncia. Ruggiero (2000) faz um estudo das multiplas medidas de eficiéncia
formuladas até a data do estudo e propde uma nova medida para corrigir os problemas com as
medidas existentes. Em Tone (2001) encontra-se uma revisdo bibliogrifica dos indices de
eficiéncia ndo radiais até a data, baseados nas folgas. Nestes dois ultimos artigos € enfatizado o
tratamento escalar da eficiéncia.

Todos estes indices sdo altamente arbitrarios. Pesquisas futuras devem usar os resultados do
modelo MORO e MORO-D e o préprio conceito de eficiéncia. Embora ainda nio haja resultados
nessa linha, a idéia bésica é decompor o valor de cada fun¢do objetivo em dois fatores: um
constante, portanto comum a todas elas, que seria a eficiéncia (ou seu inverso, no caso dos

outputs). O outro fator seria varidvel para FO e dependeria da FO e da direcdo de projecao,



baseado na projecdo do vetor (Alvo-DMU) na direcao de contracdo (ou expansdo) determinada
por cada FO.

Em relacio ao modelo MCDEA afigura-se bastante promissora a solu¢do do problema
mulitobjetivo pela técnica de transformar fungdes objetivos em restricdes. O uso desta técnica
permitard avaliar a importincia de cada objetivo e em especial a validade do objetivo

benevoléncia generalizada.
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