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Resumo

Existem situagdes onde um modelo de Analise Envoltéria de Dados pode apresentar varidveis
com um certo grau de incerteza em seus valores. Nestes casos, a fronteira eficiente € construida
levando-se em consideragdo os limites de incerteza na medi¢do da varidvel para cada DMU,
resultando numa regido chamada de fronteira difusa, onde cada DMU possui um certo grau de
pertinéncia a esta fronteira. A inversao de inputs e outputs levam a fronteira invertida difusa, cujo grau
de pertinéncia de cada DMU também poderd ser calculado. A combinagdo entre os indices de
pertinéncia das DMU’s as fronteiras difusa e invertida difusa gera um indice chamado eficiéncia fuzzy-
DEA que, quando associado aos conceitos de ponderacdo do modelo DEA-SAVAGE, permite a
realizacdo de uma andlise de sensibilidade do grau de pertinéncia de cada DMU, através da variacdo
do coeficiente de otimismo (o), gerando o modelo chamado FUZZY-DEA-SAVAGE.

Palavras-chave: DEA — SAVAGE - FUZZY.

Abstract

There are situations where Data Envelopment Analysis models can be applied with a
uncertainty in some variables measurement. In these cases, the efficient frontier is build taking in
account the uncertainty limits of each variable measurement. The efficient frontier is build accounting
the variable minor and major values. The inversion of inputs and outputs allows the fuzzy inverted
frontier construction where the DMUs degree of membership could be calculated. The fuzzy-DEA
efficiency is calculated by the combination of fuzzy frontier and fuzzy inverted frontier. In this paper
we propose the association of fuzzy-DEA efficiency with Savage method to allow a sensibility analysis

of the DMU' s degree of membership, based on the optimism coefficient®) variation. The new model
is called FUZZY-DEA-SAVAGE.

Keywords: DEA — SAVAGE - FUZZY.



1. INTRODUCAO

Os modelos de Analise Envoltoria de Dados (Data Envelopment Analisys — DEA) classicos
(Cooper et al., 2000) sdao capazes de avaliar o grau de eficiéncia relativa de unidades produtivas,
construindo uma fronteira de produgdo, também denominada de fronteira eficiente, linear por partes,
de tal forma que as unidades que possuirem a melhor relagdo "produto/insumo" serdo consideradas
mais eficientes e estardo situadas sobre esta fronteira. Para isso, assume-se que existe certeza quanto
aos valores das varidveis (inputs e outputs), utilizadas no modelo. Porém, isso pode ndo acontecer.
Existem situagdes onde uma ou mais varidveis apresentam incerteza quanto ao seu valor. Nestes casos
a fronteira eficiente é construida levando-se em consideracdo os limites de incerteza, isto €, os maiores
e menores valores possiveis de serem assumidos pela varidvel afetada pela incerteza na medigdo
(Soares de Mello et al., 2005).

Esta fronteira eficiente, chamada de fronteira difusa, ¢ uma regidao onde as DMUs podem estar
contidas totalmente, parcialmente ou ndo estar contidas. Desta forma introduz-se o conceito de
pertinéncia, onde cada DMU possui um certo grau de pertinéncia a fronteira difusa. Da mesma forma,
a fronteira invertida (Yamada et al., 1994; Novaes, 2002; Entani et al., 2002), também € afetada pela
incerteza nos valores das varidveis, levando a uma fronteira invertida difusa, que pode ser utilizada
para distinguir entre as diversas DMUs com grau de pertinéncia zero a fronteira difusa original. Para
esse caso, quanto maior o grau de pertinéncia a fronteira invertida menor a eficiéncia da DMU (Soares
de Mello et al., 2005). A combina¢do destes dois indices de pertinéncia permite calcular um indice de
eficiéncia difuso, chamado de eficiéncia difusa (ou eficiéncia fuzzy-DEA).

O grau de pertinéncia a fronteira ndo € uma medida de eficiéncia, conseqiientemente, a
agregacdo dos dois indices de pertinéncia também ndo €. Na verdade a eficiéncia difusa é apenas uma
ponderacdo normalizada entre um indice de pertinéncia, e o complementar de outro indice de
pertinéncia (Soares de Mello et al., 2005).

Neste trabalho propde-se a realizacdo de uma anélise de sensibilidade da ponderacdo entre os
indices de pertinéncia das DMU’s as fronteiras otimista (fronteira difusa) e pessimista (fronteira
invertida difusa). Para tal serd realizada uma associacdo entre a eficiéncia fuzzy-DEA e o modelo
DEA-SAVAGE proposto por Pimenta e Soares de Mello (2005), gerando um modelo chamado
FUZZY-DEA-SAVAGE, permitindo uma avaliagdo mais detalhada do grau de pertinéncia de cada
DMU.

Este modelo serd aplicado inicialmente a um exemplo hipotético simples com variacdo em
apenas uma das varidveis. Em seguida, o modelo serd utilizado no estudo de caso apresentado por
Pimenta e Soares de Mello (2005), para avaliar a eficiéncia do parque de refino nacional na producdo
de derivados de petréleo, quando ha incerteza em uma das variaveis do modelo.

2. REVISAO DO MODELO DEA-SAVAGE

O método de Savage (Savage, 1950), também conhecido como método ponderado ou método
realista de tomada de decisdo, pode ser associado a Andlise Envoltéria de Dados (DEA), permitindo a
ponderacdo entre a fronteira eficiente (DEA clédssico) e o complementar da fronteira invertida. Na

equacdo (I) observa-se que a eficiéncia composta Ef¢,,,.., € calculada através da ponderacdo entre os

valores da eficiéncia padrdo F, do DEA e a ineficiéncia em relagéo a fronteira invertida ', .

Ef yyace =0.F, +(1—a).(1- F,,) )



O valor de o devera estar no intervalo entre 0 e 1 e, quanto maior for o valor de o, mais
benevolente serd a avaliacdo e, para valores baixos de o a avaliag@o serd mais agressiva.

Coeficientes de ponderagdo com valores mais elevados (acima de 50%) favorecem as
melhores praticas observadas na avaliagdo de DMU, dando menor importancia a avaliacdo de cada
DMU através da fronteira ineficiente. Por outro lado, coeficientes com valores mais baixos (abaixo de
50%) dao maior énfase a avaliacdo das DMUs pelas suas piores praticas. Os valores extremos de
100% e 0% para este coeficiente levam, respectivamente, aos resultados de eficiéncia da fronteira
padrdo e da fronteira invertida (Pimenta e Soares de Mello, 2005).

Diferente da aplicacdo direta do método de Savage, onde se define um coeficiente de
otimismo (o) unico, o modelo DEA-SAVAGE realiza uma analise de sensibilidade da eficiéncia das
DMU’s para diversos valores do coeficiente de otimismo (o), permitindo uma avaliacdo mais
detalhada de cada DMU. As DMUs que mantiverem o seu nivel de eficiéncia alto independente do
valor escolhido como coeficiente de ponderagdo poderdo ser consideradas as “verdadeiras” eficientes,
enquanto, DMUs que tiverem uma queda do seu nivel de eficiéncia com a redu¢do do valor do
coeficiente de ponderacdo serdo consideradas ineficientes, uma vez que obtém maiores niveis de
eficiéncia quando a avaliacdo lhes é favordvel, mas ndo possuem um bom desempenho quando
avaliadas através do método pessimista (Pimenta e Soares de Mello, 2005).

3. REVISAO DO MODELO FUZZY-DEA PARA UMA VARIAVEL COM INCERTEZA

Nos modelos DEA, se ndo houver certeza sobre os valores assumidos por uma varidvel (input
ou output), ndo havera certeza sobre a exata localizacdo da fronteira. Neste caso, a fronteira ndo é um
conjunto no sentido clédssico do termo, mas um conjunto difuso (Zadeh, 1965). Os limites inferior e
superior desse conjunto difuso sdo denominados fronteira pessimista e fronteira otimista quando a
varidvel com incerteza é um output, e inversamente quando a varidvel de incerteza é o input. Para esse
conjunto ndo tem sentido dizer que uma unidade pertence ou ndo ao conjunto; deve-se fazer referéncia
ao grau de pertinéncia desse elemento ao conjunto. Dessa forma, em vez de existirem DMUs na

fronteira e outras fora da fronteira, haverda DMUs com diferentes graus de pertinéncia a fronteira
(Soares de Mello et al., 2005).

3.1. CRIACAO DA FRONTEIRA DEA DIFUSA

A Figura 1 apresenta a interpretacdo geométrica da fronteira difusa para o modelo DEA BCC
(Banker et al., 1984). A fronteira difusa € toda a regido situada entre as fronteiras pessimista (fronteira
inferior) e otimista (fronteira superior). Note-se ainda que uma DMU nao é mais representada por um
ponto; a incerteza na medicdo do output faz com que a representacdo da DMU seja um segmento de
reta com extremidades determinadas pelos valores pessimista e otimista desse output (Soares de Mello
et al., 2005).
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Figura 1: Fronteiras otimista e pessimista (Soares de Mello et al., 2005).

Na Figura 1, OPy, e OP;, referem-se ao output projetado na fronteira otimista e pessimista,
respectivamente. ¢ é o comprimento da DMU, ou seja, é a diferenca entre os valores otimista e
pessimista do output; [ é a largura da faixa, isto é, representa para cada DMU a diferenca entre o valor
do output incerto para as fronteiras otimista e pessimista; p é parte que estd na faixa, ou seja, é a
diferenca entre o output otimista de cada DMU e a interseccéo dessa DMU com a fronteira pessimista.
Uma vez definidos a fronteira difusa e os termos c, [ e p, deve-se definir o grau de pertinéncia de cada
DMU a essa fronteira (Soares de Mello et al., 2005).

Podem ocorrer a seguintes situagdes com relacdo a pertinéncia de uma DMU:

a. A DMU possui seu comprimento ¢ igual a largura / da fronteira difusa e estd totalmente
contida na mesma. Neste caso o grau de pertinéncia a fronteira deve ser igual a 1;

A DMU apenas toca a fronteira. Neste caso o grau de pertinéncia a fronteira deve ser nulo;
c. A DMU possui seu comprimento ¢ maior a largura / da fronteira difusa onde parte do seu
comprimento estd contida na mesma e parte estd fora da fronteira. Neste caso a DMU

deverd possuir um grau de pertinéncia a fronteira intermedidrio, igual a p / c;

d. A DMU possui seu comprimento ¢ menor a largura / da fronteira difusa, sendo que a
mesma estd totalmente contida na mesma e parte esté fora da fronteira. Neste caso a DMU

dever4 possuir um grau de pertinéncia a fronteira intermedidrio, igual a p/I .



A pertinéncia a fronteira difusa é definida pela equacdo (II). Esta equacdo satisfaz os casos
anteriores e garante que uma DMU s6 tenha pertinéncia 1 a fronteira difusa se ela for eficiente tanto na
hipdtese pessimista quanto na otimista.

2
o= P (1D

lc

3.2. FRONTEIRA DIFUSA COM UM INPUT COM INCERTEZA

Para o caso de um input com incerteza define-se como input otimista, I;,, aquele com o menor
valor que o input pode assumir, e input pessimista, I, o de maior valor que o input pode assumir.
Quando se consideram os inputs otimistas para todas as DMUs, tem-se a fronteira otimista; quando
sdo considerados os inputs pessimistas para todas as DMUs, obtém-se a fronteira pessimista (Soares
de Mello et al., 2005).

IP

Ef, =—" (IIT)
/4
IP,

Ef,, = (Iv)
I,

A equacdo (V) apresenta a largura da faixa /, que representa a diferenca entre o alvo da
fronteira pessimista e o alvo da fronteira otimista:

l=1Ip, —1P, =1,Ef, —1,Ef, V)

Observa-se na equagdo (VI) o comprimento da DMU ¢ que € a diferenga entre o input
pessimista e o otimista:
c=1

_7 (VD)

fr fo

A parte da DMU que estd na fronteira p é a diferenca entre o alvo do input pessimista na
fronteira pessimista e o input otimista, desde que a diferenca seja positiva. Isto implica que o input
otimista deve estar dentro da faixa da fronteira difusa; caso contrario, p deve ser igual a 0. Em (VI)
formaliza-se a equagdo para p.

p=1,Efy, —1,,se I, Ef, —1,20

p =0, caso contrario

(VID)

Ao serem substituidos os valores de p (calculado em (VII)), [ e ¢ (determinados no pardgrafo
anterior) na expressio (II), é possivel obter a expressao que represente algebricamente a pertinéncia.
Essa relacdo € apresentada em (VIII).

(1 o Ef.fp —1 fo
(Ibeffo —1,Ef, xlfp -1,
¢ =0, caso contrario

s I . Ef, -1, >0
) s¢ fr ffl’ fo (VIID)



3.3. FRONTEIRA DIFUSA COM UM OUTPUT COM INCERTEZA

Para o caso de um output com incerteza, ao considerarem-se as defini¢des classicas de DEA
orientado a outputs, e que, nesta situacdo, as eficiéncias sdo dadas por nimeros maiores que a unidade,
tém-se as equagdes (IX) e (X), nas quais Oy, € Oy, sdo os valores nas fronteiras otimista € pessimista
deste output (Soares de Mello et al., 2005).

OP

O.fp

Efy, =

OP,
2 (X)

0y,

Effo =

A equacgdo (XI) apresenta a largura da faixa I/, que representa a diferenca entre o alvo da
fronteira otimista e o alvo da fronteira pessimista:

l=0P,-OP,=0,Ef, —O,Ef, (XD
O comprimento da DMU c € a diferenca entre o output otimista e o pessimista:
c=0,-0, (XII)

A parte da DMU que esté na fronteira p € a diferenga entre o output otimista e o alvo do output
pessimista na fronteira pessimista, desde que a diferenca seja positiva. Isto implica que o output
otimista deve estar dentro da faixa da fronteira difusa; caso contrario, p deve ser igual a 0. Em (XIII)
formaliza-se a equacgdo para p.

p=0,-0.Ef, se O,-O0Ef, 20

p =0, caso contrario

(XTII)

Ao serem substituidos os valores de p (calculado em (XIII)), / e ¢ (determinados no pardgrafo
anterior) na expressio (II), é possivel obter a expressao que represente algebricamente a pertinéncia.
Essa relacdo € apresentada em (XIV).

se O, —O,Ef;, 20

o= ( (Ofv B O.fp Ef.fp )2
(XIV)

Of‘oEf o~ O Ef o XOfo -0, )
g =0, caso contrario

3.4. FRONTEIRA INVERTIDA DIFUSA E DEFINICAO DA EFICIENCIA FUZZY-DEA

A fronteira invertida (Yamada et al., 1994; Novaes, 2002; Entani et al., 2002), que consiste na
troca dos outputs com inputs, também € afetada pela incerteza nos valores das varidveis, levando a
uma fronteira invertida difusa em relacdo a qual as DMUs também possuem um grau de pertinéncia.

Uma fronteira invertida difusa pode ser utilizada para distinguir entre as diversas DMUs com
grau de pertinéncia zero a fronteira difusa original. Para esse caso, quanto maior o grau de pertinéncia
a fronteira invertida menor a eficiéncia da DMU. Desta forma, com os dois graus de pertinéncia,



Soares de Mello et al. (2005) propde a constru¢do de um indice tnico de eficiéncia, denominado
eficiéncia difusa ou eficiéncia FUZZY-DEA, para situagdes onde uma ou mais varidveis (inputs ou

outputs) apresentam incerteza em seus valores. Esse indice é dado pela equacdo (XV), na qual §, é o

grau de pertinéncia a fronteira original e @, € o grau de pertinéncia a fronteira invertida.

(500 — 8, +1)

XV
) (XV)

Ef difusa =

Apesar de, por simplicidade de linguagem, a agregacdo dos dois indices de pertinéncia tenha
recebido a denominag@o de eficiéncia difusa, ele ndo é um indicador de eficiéncia no sentido cldssico
do termo. E apenas uma ponderacio normalizada entre um indice de pertinéncia, e o complementar de
outro indice de pertinéncia.

4. MODELO FUZZY-DEA-SAVAGE PARA UMA VARIAVEL COM INCERTEZA

O modelo DEA-SAVAGE apresentado na equacgdo (I) permite a ponderac@o entre a fronteira
eficiente e a fronteira invertida em situa¢des onde existe certeza quanto aos valores das varidveis. Para
casos onde existe incerteza em uma das varidveis, este modelo pode ser redefinido, substituindo

F,por @, e, F por ,, permitindo a ponderagdo entre os indices de pertinéncia as fronteiras difusa

e invertida difusa.

A equacgdo (XVI) representa o modelo FUZZY-DEA-SAVAGE, que consiste na associacio
entre a eficiéncia fuzzy-DEA e o modelo DEA-SAVAGE proposto por Pimenta e Soares de Mello
(2005), permitindo uma avaliacdo mais detalhada do grau de pertinéncia de cada DMU.

Efdifhxa—SAVAGE =ap,+1-a)(l-@,) (XVI)

Assim como o modelo DEA-SAVAGE, o valor de o devera estar no intervalo entre O e 1 e,
quanto maior for o valor de o, mais benevolente serd a avaliagdo e, para valores baixos de o a
avaliag@o serd mais agressiva.

Observa-se que a eficiéncia difusa definida na equacdo (XV) pode ser considerada um
exemplo de aplicacdo do método de SAVAGE, pois realiza uma ponderacdo entre o indice de
pertinéncia a fronteira difusa e o complementar do indice de pertinéncia a fronteira invertida difusa
onde o valor do coeficiente de ponderacgdo (o) € de 50%.

Para uma DMU possuir alta eficiéncia, esta deve ter um elevado grau de pertinéncia em
relacdo a fronteira difusa e baixo grau em relagdo a fronteira invertida difusa. O modelo FUZZY-DEA-
SAVAGE permite a realizacdo de uma andlise de sensibilidade da ponderacdo entre os indices de
pertinéncia das DMU’s as fronteira difusa e fronteira invertida difusa diversos valores do coeficiente
de otimismo (o).

5. EXEMPLO SIMPLES PARA UMA VARIAVEL COM INCERTEZA

Nesta se¢do o modelo FUZZY-DEA-SAVAGE ¢ aplicado a uma situag@o simples apresentada
em (Soares de Mello et al., 2005) onde apenas uma das varidveis apresenta incerteza. A Figura 2
apresenta a fronteira difusa definida pelos limites inferior (fronteira pessimista) e superior (fronteira
otimista) de cada DMU, uma vez que a varidvel que apresenta incerteza € um output.
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Figura 2: Fronteira difusa no modelo BCC.

A Tabela 2 apresenta os valores das varidveis que serdo utilizados no célculo da a eficiéncia
do indice de pertinéncia de cada DMU as fronteiras difusa e invertida difusa.

DMU [ Oy Oy
A 1 1 2
B 2 1 2
C 4 2 4
D 4 2 6
E 4 4 6
F 5 5 10
G 6 4 10

Tabela 1: Fronteira difusa no modelo BCC.

O modelo FUZZY-DEA, apresentado na secao 3.3, foi aplicado aos dados contidos na tabela 1
através do software SIAD (Angulo Meza et al., 2004), utilizando o modelo BCC orientado a outputs
para o calculo dos alvos da fronteira otimista (OPy,) e da fronteira pessimista (OPp,), definindo a

pertinéncia a fronteira difusa para cada DMU () a partir dos valores de ¢, [ e p. Os resultados sio
apresentados na tabela 2.

Output | Output
DMU I np ut fronteira fronteira opP fp or fo Ef)"p Ef)"o c l )4 ®o
pessimista otimista
A 1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1
B 2 1 2 2 4 2 2 1 2 0 0
C 4 2 4 4 8 2 2 2 4 0 0
D 4 2 6 4 8 2 1,33 4 4 2 0,25




E 4 4 6 4 8 1 1,33 2 4 2 0,50

9]
9]
9]
—_

10 10 1 1

]
(9]
(9]
()]

G 6 4 10 5 10 1,25 1 6 5 5 0,83

Tabela 2. Pertinéncia em relagdo a fronteira difusa

Analogamente, o modelo foi aplicado aos dados contidos na Tabela 1, para o calculo da
pertinéncia a fronteira invertida difusa. Para tal, utilizou-se o modelo BCC orientado a inputs no
software SIAD, obtendo alvos da fronteira otimista e da fronteira pessimista referentes a fronteira

invertida difusa (40, ). Os resultados podem ser observados na Tabela 3.

Input | Input
DMU fronteira fronteira Outp ut IP, fr IP, fo Ef}“p Effﬂ c l P ®;
otimista pessimista
A 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1
B 1 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1
C 2 4 4 4 2 1 1 2 2 2 1
D 2 6 4 4 2 0,67 1 4 2 2 0,5
E 4 6 4 4 2 0,67 0,5 2 2 0 0
F 5 10 5 7 3 0,7 0,6 5 4 2 0,2
G 4 10 6 10 4 1 1 6 6 6 1

Tabela 3. Pertinéncia em relagdo a fronteira invertida difusa

Estes resultados, também apresentados em Soares de Mello et al. (2005), sdo aplicados ao
modelo FUZZY-DEA-SAVAGE, apresentado na equagdo (XVI), para realizacdo de uma andlise de

sensibilidade da ponderagdio entre os indices de pertinéncia das DMU’s as fronteira difusa (§£,) e

fronteira invertida difusa (0, ) através da varia¢do do coeficiente de otimismo ().

Na Tabela 4 estdo os resultados obtidos através da aplicacdo da equagdo (XVI) aos indices de
pertinéncia, variando o valor do coeficiente o de 0.1 a 1.0, em intervalos de 0.1. Os valores
apresentados nesta tabela ndo estdo normalizados.

ALFA (9

DMU 100% | 90% | 80% | 70% | 60% | 50% | 40% | 30% | 20% | 10% | 0%
1,00 | 0,90 | 0,80 | 0,70 | 0,60 | 0,50 | 0,40 | 0,30 | 0,20 | 0,10 | 0,00
0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00
0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00
0,25 | 0,28 | 0,30 | 0,33 | 0,35 | 0,38 | 0,40 | 0,43 | 0,45 | 0,48 | 0,50
0,50 | 0,55 | 0,60 | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80 | 0,85 | 0,90 | 0,95 | 1,00
1,00 | 0,98 | 0,96 | 0,94 | 0,92 | 0,90 | 0,88 | 0,86 | 0,84 | 0,82 | 0,80
0,83 | 0,75 | 0,67 | 0,58 | 0,50 | 0,42 | 0,33 | 0,25 | 0,17 | 0,08 | 0,00

Q= T|O R

Tabela 4. Pertinéncia podenrada para diversos valores de o.

O Griéfico 1 contém a variacdo do indice de pertinéncia ponderado de cada DMU para
diferentes coeficientes de otimismo (Qv).
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Grafico 1. Ponderacio entre as fronteiras difusa e invertida difusa através da variagio do coeficiente .

E interessante observar que o comportamento de DMU com relagdo a variagdo de sua
eficiéncia difusa através da variacdo do coeficiente de otimismo. A DMU F sofreu uma ligeira redugéo
de sua eficiéncia difusa com a reducdo do coeficiente de ponderagdo, enquanto as DMUs A e G, por

terem pertinéncia a fronteira difusa (§,) e pertinéncia a fronteira invertida difusa (§,) iguais a 1,

tiveram uma queda acentuada da eficiéncia difusa a medida que o valor do coeficiente de ponderacdo
foi reduzido. Estas DMUs sao dois exemplos de que quando avaliadas através de suas melhores
praticas apresentam um bom desempenho, mas quando avaliadas pela fronteira invertida difusa
apresentam um mau desempenho.

As DMUs E e D tiveram o comportamento inverso, ou seja, sofreram um aumento do valor da
eficiéncia difusa a medida que o valor do coeficiente de ponderacdo era reduzido. No caso das DMUs
B e C, seus valores de eficiéncia difusa mantiveram-se iguais a zero, uma vez que ambas possuem
pertinéncia a fronteira difusa igual a zero e, pertinéncia a fronteira invertida difusa igual a 1.

6. ESTUDO DE CASO: ANALISE DE EFICIENCIA DO PARQUE DE REFINO
BRASILEIRO CONTENDO UMA VARIAVEL COM INCERTEZA

O modelo DEA-SAVAGE apresentado em Pimenta e Soares de Mello (2005) foi aplicado ao
estudo de caso do desempenho do parque de refino brasileiro na producio de derivados de petréleo no
periodo de 1992 a 2001, cujas DMU’s foram o préprio parque de refino em cada ano, os inputs o
petrdleo disponivel e a capacidade de refino e, o output foi a produgdo dos derivados anual.



Nota-se que a capacidade de refino é uma varidvel que possui incerteza em sua medi¢ao, uma
vez que seu valor varia durante cada ano, podendo aumentar devido a novos investimentos em
unidades de processo. Desta forma, propde-se a realiza¢do de uma andlise baseada no modelo fuzzy-
DEA apresentado em Soares de Mello et al. (2005), onde a fronteira eficiente € construida levando-se
em consideragdo os limites de incerteza. Porem, este modelo possui uma limitacdo que consiste na sua
aplicacdo apenas para duas varidveis, onde apenas uma delas possui incerteza. Modelos onde ha
variacdo em mais de uma varidvel possuem alvos ndo radiais e ndo serdo abordados no presente artigo.
Desta forma o modelo apresentado em Pimenta e Soares de Mello et al. (2005) serd simplificado e o
input seré a capacidade de refino e, o output, a producdo dos derivados anual.

Serao calculados os indices de pertinéncia das DMU’s as fronteira difusa e fronteira invertida
difusa para avaliar a eficiéncia do parque de refino nacional na producdo de derivados de petréleo e,
em seguida, serd realizada uma andlise de sensibilidade da ponderagcdo entre estes indices de
pertinéncia através do modelo chamado FUZZY-DEA-SAVAGE, permitindo uma avaliagdo mais
detalhada do grau de pertinéncia de cada DMU.

A Tabela 5 apresenta os valores das varidveis que serdo utilizados no célculo da a eficiéncia
do indice de pertinéncia de cada DMU as fronteiras difusa e invertida difusa.

Input  Input  Qupys
DMU fronteira [fronteira

otimista pessimista

1993 239080 241680 73196
1994 241680 246580 76969
1995 246580 247880 75675
1996 246580 247880 78922
1997 247880 291520 82525
1998 291520 294520 90290
1999 294520 304200 93796
2000 304200 310100 96162
2001 310100 311100 100806

Tabela 5: Matriz de Dados para Calculo da Fronteira difusa no modelo BCC.

O modelo FUZZY-DEA, apresentado na secdo 3.3, foi aplicado aos dados contidos na Tabela
5 através do software SIAD (Angulo Meza et al., 2004), utilizando o modelo BCC orientado a inputs

definindo a pertinéncia a fronteira difusa para cada DMU () a partir dos valores de ¢, [ € p. Os

resultados sdo apresentados na Tabela 6. Em seguida o modelo foi utilizado o modelo BCC orientado
a outputs no software SIAD, obtendo alvos da fronteira otimista e da fronteira pessimista referentes a

fronteira invertida difusa (¢, ), definindo a pertinéncia de cada DMU a fronteira invertida difusa.
Estes resultados podem ser observados na Tabela 7.

Input Input
DMU fronteira fronteira OUtP ut 1P fo IP o Effp Ej}'ﬂ c l p ®o
otimista pessimista
1993 239080 241680 73196 239080,00 241680,00 | 1,000 | 1,000 | 2600 2600,00 2600,00 1,00
1994 241680 246580 76969 241680,00 24576533 | 0,997 | 1,000 | 4900 4085,33 4085,33 0,83
1995 246580 247880 75675 240788,30 244364,21 | 0,986 | 0,977 1300 3575,92 0,00 0,00
1996 246580 247880 78922 243859,37 247880,00 | 1,000 | 0,989 1300 4020,63 1300,00 0,32
1997 247880 291520 82525 247880,00 258288,59 | 0,886 | 1,000 | 43640 10408,59 10408,59 0,24
1998 291520 294520 90290 274308,44 280720,66 | 0,953 | 0,941 3000 6412,22 0,00 0,00




1999 294520 304200 93796 286241,23 290849,03 | 0,956 | 0,972 9680 4607,80 0,00 0,00
2000 304200 310100 96162 294293,99 297684,09 | 0,960 | 0,967 5900 3390,10 0,00 0,00
2001 310100 311100 100806 310100,00 311100,00 1,000 | 1,000 1000 1000,00 1000,00 1,00
Tabela 6. Pertinéncia em relacdo a fronteira difusa
Output Output
DMU I np ut fronteira fronteira oP fp oP fo Ej}p Ej}o c l p ®;
pessimista otimista
1993 73196 239080 241680 239080,00 241680,00 1,00 1,00 2600,00 2600,00 2600,00 1,00
1994 76969 241680 246580 250654,59 261837,18 1,04 1,06 4900,00 11182,58 0,00 0,00
1995 75675 246580 247880 246684,94 254924,01 1,00 1,03 1300,00 8239,07 1195,06 0,13
1996 78922 246580 247880 256645,90 272271,04 1,04 1,10 1300,00 15625,15 0,00 0,00
1997 82525 247880 291520 267698,98 291520,00 1,08 1,00 | 43640,00 [ 23821,02 | 23821,02 0,55
1998 90290 291520 294520 291520,00 302099,58 1,00 1,03 3000,00 10579,58 3000,00 0,28
1999 93796 294520 304200 299090,86 306876,40 1,02 1,01 9680,00 7785,54 5109,14 0,35
2000 96162 304200 310100 304200,00 310100,00 1,00 1,00 5900,00 5900,00 5900,00 1,00
2001 100806 310100 311100 310100,00 311100,00 1,00 1,00 1000,00 1000,00 1000,00 1,00

sdo ponderados através da aplicacio do modelo FUZZY-DEA-SAVAGE apresentado na equagdo
(XVI), variando-se o valor do coeficiente o de 0.1 a 1.0, em intervalos de 0.1, permitindo a realizagdo
de uma andlise de sensibilidade da ponderagdo entre os indices de pertinéncia das DMU’s as
fronteiras. Os resultados obtidos desta ponderag@o entre os indices de pertinéncia sdo apresentados na

Os indices de pertinéncia das DMU’s as fronteira difusa (0, ) e fronteira invertida difusa (0, )

Tabela 7. Pertinéncia em relagdo a fronteira invertida difusa

Tabela 8, cujos valores apresentados estdo normalizados.

ALFA (d
DMU 100% | 90% | 80% | 70% | 60% | 50% | 40% | 30% | 20% | 10%
1993 1,00 1,00 0,92 0,79 0,67 0,55 043 0,32 021 0,10
1994 0,83 0,94 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
1995 0,00 0,10 0,20 0,29 0,39 0,47 0,56 0,64 0,72 0,79
1996 0,32 0.43 0,53 0,60 0,66 0,72 0,78 0,84 0,89 0,95
1997 0,24 0,29 0,32 0,34 0,36 0,38 0,39 0,41 0,43 0,44
1998 0,00 0,08 0,17 0,24 0,32 0,39 0,46 0,53 0,59 0,66
1999 0,00 0,07 0,15 0,22 0,29 0,36 0,42 048 0,54 0,60
2000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2001 1,00 1,00 0,92 0,79 0,67 0,55 043 0,32 0,21 0,10

O Gréfico 2 apresenta a variacdo do indice de pertinéncia ponderado de cada DMU para

Tabela 8. Pertinéncia podenrada para diversos valores de 0.

diferentes coeficientes de otimismo (o).
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Grafico 2. Ponderacio entre as fronteiras difusa e invertida difusa através da variag¢do do coeficiente .

A andlise do Gréfico 2 permite avaliar o impacto da variacdo do coeficiente de ponderagdo
sobre o comportamento da sua eficiéncia difusa de cada DMU. Observa-se que a grande maioria das
DMUs tiveram um aumento de sua eficiéncia difusa com a redugao do coeficiente de ponderagao. Isso

significa que estas DMUs possuem baixa ou nenhuma pertinéncia a fronteira difusa (0,) e baixa

pertinéncia a fronteira invertida difusa (§0,). Um exemplo interessante é o caso da DMU 1996 que
possui pertinéncia a fronteira difusa igual a 0,32 e pertinéncia a fronteira invertida difusa igual a zero.
A variagdo da ponderagdo entre (§,) e o complemento de (,), indica um crescimento de sua
eficiéncia difusa com a reducdo do coeficiente de ponderacdo. Pode-se concluir que, para esta DMU,

quanto mais agressiva for a avaliacio do modelo FUZZY-DEA-SAVAGE, maior serd o valor de sua
eficiéncia difusa e isto ocorre pelo fato desta DMU ndo pertencer a fronteira invertida difusa.

Outro caso interessante € o das DMUs 1993 e 2001 que, por possuirem pertinéncia a fronteira
difusa (%,) e pertinéncia a fronteira invertida difusa (, ) iguais a 1, sofreram uma queda acentuada

da eficiéncia difusa a medida que o valor do coeficiente de ponderagdo foi reduzido. Estas DMUs sdao
exemplos de que quando avaliada através de suas melhores praticas apresentam um bom desempenho,
mas quando avaliadas pela fronteira invertida difusa apresentam um mau desempenho. No caso da
DMU 2000, seu valor de eficiéncia difusa manteve-se igual a zero, uma vez que possui pertinéncia a
fronteira difusa igual a zero e, pertinéncia a fronteira invertida difusa igual a 1, sendo este considerado
o pior caso de avaliagdo.

Através destas observagdes podemos identificar os seguintes casos bdsicos de comportamento
de uma DMU de acordo com seu indices de pertinéncia e variacao do coeficiente de otimismo:

e po=1e p;i=1 ¢ Reducio do valor de eficiéncia difusa a medida que o valor do
coeficiente de ponderacdo é reduzido.



Po=1e ;=0 o Valor de eficiéncia difusa mantem-se igual a 1.

e po=0e ;=1 e Valor de eficiéncia difusa mantem-se igual a zero.
Po=0e p;=0 ¢ Aumento do valor de eficiéncia difusa a medida que o valor do
coeficiente de ponderacio € reduzido.

7. CONCLUSOES

Os modelos fuzzy-DEA sio utilizados em situagdes onde uma ou mais varidveis de um modelo
de Andlise Envoltéria de Dados apresentam incerteza quanto ao seu valor. Nestes casos a fronteira
eficiente € construida levando-se em considerag@o os limites de incerteza na medi¢c@o da varidvel para
cada DMU. Neste trabalho foi apresentada uma associacdo entre a eficiéncia fuzzy-DEA e o modelo
DEA-SAVAGE permitindo a realizacdo da ponderacdo entre os indices de pertinéncia das DMU’s as
fronteiras difusa e invertida difusa. Este modelo, chamado FUZZY-DEA-SAVAGE permitiu a
realizacdo de uma andlise de sensibilidade da ponderagdo entre os indices de pertinéncia das DMU’s
as fronteira para diversos valores do coeficiente de otimismo (o), permitindo uma avaliagdo mais
detalhada de cada DMU.

O modelo foi aplicado inicialmente a um exemplo hipotético simples com variagdo em apenas
uma das varidveis e, em seguida, o modelo foi aplicado ao estudo de caso apresentado por Pimenta e
Soares de Mello (2005), para avaliar a eficiéncia do parque de refino nacional na produgdo de
derivados de petréleo, onde a capacidade instalada era a varidvel que possuia incerteza em sua
medigdo.

As DMUs foram avaliadas através de diferentes ponderacdes permitindo uma andlise entre os
resultados mais favordveis e menos favordveis de cada DMU baseado no seu grau de pertinéncia as
fronteiras difusa e invertida difusa. Desta forma, para que uma DMU possua alta eficiéncia, esta deve
ter um elevado grau de pertinéncia em relacdo a fronteira otimista e baixo grau em relagdo a fronteira
pessimista.
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