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Resumo

Muitos dos problemas de escalonamento situam-se na classe de complexidade
NP - dificil, sendo o caso do problema deste estudo. Este trabalho tem por objetivo
propor formulagdes de programacao inteira com variaveis contendo indice de tempo t
para o problema de escalonamento deterministico Flow shop com duas méaquinas onde
existem penalidades por atraso nas tarefas, na notagdo de trés campos tem-se: F, | |
X w;T;. Sdo apresentadas formulagGes com variaveis binarias x;;; (que assumem valor
unitario se a tarefa j finaliza seu processamento na maquina i no tempo t) e varidveis
binarias x;, (que assumem valor unitario se a tarefa j tem seu processamento finalizado
na segunda maquina no tempo t). Em testes elaborados com instancias de até cinqlienta
tarefas, observou-se que a primeira formulacdo obteve limites duais iniciais mais
préximos do valor 6timo da funcdo objetivo, enquanto a segunda formulacdo, mais
compacta, obteve melhores tempos de resolucéo.
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1. Introducéo

Problemas de escalonamento compreendem uma serie de problemas classicos da
area de pesquisa operacional que vém sendo pesquisados ha aproximadamente
cinqiienta anos. Possuem elevado nimero de aplicacBes nas atividades de producéo de
bens e prestacdo de servicos, em situacdes onde recursos (maquinas) necessitam ser
alocados a tarefas ao longo de periodos de tempos. Resolver um problema de
escalonamento € determinar a seqiiéncia 6tima de execucdo das tarefas, em relacdo a um
ou mais objetivos (PINEDO, 2008). Problemas de escalonamento podem ser divididos
levando em consideragdo: o carater deterministico ou probabilistico das informacdes a
respeito das tarefas; o ambiente de maquinas que pode envolver uma ou mais maquinas
em série ou em paralelo; a existéncia de restricbes de processamento, tal como datas de
inicio; e 0 objetivo a ser minimizado, que pode ser, entre outros, o tempo de finalizagdo
da altima tarefa a ser processada ou o somatorio dos atrasos. Este trabalho apresenta
formulacGes de programacdo inteira para resolucdo de problemas no ambiente de
maquinas do tipo Flow shop, que se caracteriza por possuir m maquinas em série. No
ambiente do tipo Flow shop, cada tarefa deve ser processada em cada uma das
maquinas, seguindo a mesma sequéncia de execucdo. O problema deste estudo também
considera que cada tarefa a ser executada possui um peso (uma medida de importancia)
e uma data prometida para sua finalizacdo. Este trabalho apresenta a seguinte seqliéncia:
a presente introducdo; analise do problema de estudo; apresentacdo das formulagdes
propostas; resultados computacionais obtidos e conclusdes.

2. O problema F; || X w;T;

O problema de escalonamento deterministico Flow shop em duas maquinas com
penalidades de atraso ponderadas por tarefa, conhecido como F, || ¥ w; T;, na notagdo de
trés campos introduzida por LAWLER, LENSTRA E RINNOOY KAN (1982), é
definido da seguinte forma. Seja J = {1, ...,n} um conjunto de tarefas que devem ser
processadas em duas maquinas 1 e 2, nesta ordem. Os tempos de processamento de uma
tarefa j € J nas maquinas 1 e 2 sdo dados por p;; € py;, respectivamente. Cada tarefa
Jj €] possui uma data prometida de entrega d; e um peso w;. As maquinas so podem
processar uma tarefa por vez e o processamento de uma tarefa na maquina 2 s6 pode ser
iniciado apds o término do seu processamento na maquina 1. O problema consiste em
determinar quando cada tarefa deve ser processada em cada maquina de forma a
minimizar ¥;¢; w; T;, onde T; = maxi40, (; — d;} € o tempo de atraso da tarefa j com
respeito a sua data de finalizagdo C; na segunda maquina.

O problema do Flow shop com duas maquinas, com o objetivo de minimizar o
tempo de finalizacdo da ultima tarefa (F;||Cyq ) € UM dos mais classicos problemas de
escalonamento. Para esse problema é possivel encontrar uma solugdo 6tima em tempo
polinomial (JOHNSON, 1954). E também sabido que, para este problema, a adi¢io da



restricdo de que as sequiéncias das tarefas na primeira e na segunda maquina sejam
iguais ndo altera a solucdo 6tima do problema. Em outras palavras, a solugdo 6tima do
problema F,|prmu|C,,,, (a notacdo prmu indica a restricdo de sequéncias iguais nas
maquinas) também ¢é uma solucdo 6tima do problema F,||C,,q, - 1550 significa que os
dois problemas s&o equivalentes. Questdes semelhantes podem ser levantadas em
relagdo ao problema F, || X w; T; em estudo.

Em primeiro lugar, o problema F,|| ¥ w; T; € NP -dificil. Isso pode ser provado
a partir do fato de que o problema 1|| X w;T;, com 0 mesmo objetivo, mas apenas uma
maquina, ¢ NP — dificil (LENSTRA, RINNOY KAN E BRUCKER, 1977). Uma
instancia do 1|| X w; T; pode ser transformada em uma instancia do F,|| X w; T; apenas
considerando como zero todos os tempos de processamento na segunda maquina. Ou
seja, 1|| X w; T; reduz a F || X w; T;.

Em segundo lugar, verificaremos se ha algum impacto negativo no valor da
funcdo objetivo de um problema F,||Xw;T; quando adicionada a restricdo de
processamento prmu (permutacdo), a qual implica que a seqiéncia de execucdo das
tarefas ndo pode ser alterada ao longo das maquinas. A questdo sera ilustrada utilizando

uma instancia contendo quatro tarefas, cujos dados podem ser visualizados na tabela a
sequir:

j 127 P2j W dj
1 2 4 4 5
2 2 2 3 8
3 2 1 5 9
4 3 2 1 11

Tabela 1 - Instancia para analise de equivaléncia entre F || X w; T; e Fy|[prmu| X w; T;

Um escalonamento 6timo pode ser observado na Figura 1. Notar que, para cada
maquina, ha uma seqiiéncia diferente de execucédo das tarefas. A tarefa 3 é a segunda a
ser processada na maquina 1, mas a terceira na maquina 2. Na passagem de maquina
houve uma “troca” com a tarefa 2.
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Figura 1 - Escalonamento Flow shop néo permutacional

Outra solucdo 6tima, em que as seqliéncia de processamento nas maquinas sdo
iguais, pode ser obtida “destrocando-se” as tarefas 2 e 3 na primeira maquina. A
situacdo € ilustrada na Figura 2. Nota-se que ndo ocorre prejuizo na funcdo objetivo,
uma vez que as tarefas continuam sendo finalizadas nos mesmos tempos
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Figura 2 - Alteragdo da seqiiéncia de execucdo das tarefas na primeira maquina

Teorema 1. Para toda solugdo oOtima do problema F,||Xw;T; onde o
escalonamento € ndo permutacional, é possivel encontrar um seqienciamento

permutacional 6timo, a partir da mudanca da ordem de execuc¢do das tarefas na primeira
maquina.

Prova:

Sejam ji1, .., jin € Jjo1, -+, J2n @S Sequéncias de tarefas nas maquinas 1 e 2,
respectivamente, de um escalonamento Otimo ndo permutacional. Afirmamos que
replicando a sequiéncia da maquina 2 na maquina 1, sem colocar tempos 0ciosos entre as
tarefas, e mantendo a mesma sequiéncia e tempos na maquina 2, obtemos um outro
escalonamento viavel e com mesmo valor da fungdo objetivo. Suponha que uma tarefa



k = j, inicie seu processamento na segunda maquina no tempo t,,. A viabilidade do
escalonamento original implica em t,;, = Zlepljzl,, ou seja, todas as tarefas de
J21, -, j2r J& vao ter sido executadas na maquina 1 no novo escalonamento
permutacional. Portanto, esse novo escalonamento é viavel e possui 0 mesmo valor da
funcéo objetivo.
O
O Teorema acima implica que os problemas F,|| X w;T; e F,|prmu| X w;T;
sdo essencialmente equivalentes. Uma formulacéo para o problema F, || X w; T; pode ser
usada para achar uma solugdo otima de uma instancia do problema F,|prmu| ¥ w;T;e
vice versa.

3. FormulacgGes

As formulagOes apresentadas nesta pesquisa utilizardo como ponto de partida o
trabalho de Dyer e Wolsey (1990) o qual introduziu na literatura uma formulacédo que
emprega variaveis com indices t de tempo para o problema de escalonamento
deterministico com uma maquina, Esta formulacéo sera apresentada a seguir:

Funcéo Objetivo:

n tmax —pj+1

MinZzz Z Git Xj¢ (D

j=1 t=1

Define-se a variavel x;,, que assume valor igual a 1 se a tarefa j € finalizada no

tempo t, recebendo valor nulo se a tarefa j é finalizada em qualquer instante de tempo
diferente de t.

O coeficiente ¢, pode representar qualquer coeficiente de custo que seja
associado a um tempo de finalizagdo t. Neste sentido, pode-se fazer ¢, = w;.max (0, t-
d;) o que € equivalente a w;. T;, caso ¢;=t.

A constante t,,,, consiste num tempo maximo atribuido para execugéo de todas
as tarefas no sistema.

Sujeito a:

Z =1 VvV j=1.n (2



n

t
z Z Vo ot=1.tyy (3
j=1 -pjt

xe €E{01} V j=1..,m V t=1.,tm —p +1 4)

7

As restricdes (2) encarregam-se de que uma dada tarefa j seja finalizada uma e
somente uma Unica vez. As restricdes (3) impedem que para um dado tempo t, a
maquina processe simultaneamente mais de uma tarefa. As restricdes (4) referem-se as
restricdes de integralidade e ndo negatividade.

Utilizando as idéias apresentadas na formulagéo acima, foram desenvolvidas trés
formulagbes com indice de tempo para o problema F,||Xw;T;, denominadas
genericamente por Formulacéo 1, Formulagdo 2 e Formulacdo 3. As formulacGes sdo
apresentadas a seguir.

3.1 Formulagéo 1

Funcdo Objetivo:

n tmax
MinZ = Z Z custo(j, t). X, (5
j=1 +D2j

t=pq;

Onde: custo(j, t) = T;.w;

Sujeito a:
$1
Z xi:=1 V j=1.,n (6)
t=p1j
tmax
Z Ya=1 V j=1..n (7)
t=p1;tp2;
n titp;—1
Z Z let == <1 v tl = 0; ---ﬁtmax; v [ = 1,2 (8)
j=1 t=tq
S1

]1t+212t—1 V]—l yn Vt1—0 Umax (9)

t=t1—pyj+1



Restri¢Oes de Integralidade e Ndo Negatividade:

Xp €01}, V j=1.,m V t=0,tpy; V i=1le2 (10)

A variavel de decisdo binaria x;;, assume valor igual a 1 se a tarefa j tem seu
processamento finalizado na maquina i no tempo igual a t. Assume valor igual a zero
caso tenha seu processamento finalizado na maquina i num instante diferente de t. A
funcdo objetivo (5) consiste no somatorio de todas as varidveis que representam
possiveis finalizacbes de uma tarefa j na maquina 2. S&o incluidas somente variaveis

com indices de finalizagdo na maquina 2 pois o custo 7;.w; € uma funcéo da data de

finalizagdo da tarefa j no sistema. Isto € 0 mesmo que o tempo de finalizacdo da tarefa j
na maquina 2. O coeficiente de cada variavel x;,, consiste na multiplicagédo do atraso T,
(diferenca entre o tempo t de conclusdo da tarefa e a data de término prometida d;) pelo
peso w; associado a tarefa. Caso a variavel represente a finalizagdo de uma tarefa néo
atrasada, o coeficiente assume valor nulo.

Os grupos de restricbes (6) e (7) fazem com que cada tarefa j seja finalizada
exatamente uma Unica vez em cada uma das duas maquinas. Isto é feito determinando
que, de todas as variaveis que representam términos possiveis de uma dada tarefa j
numa dada maquina i, apenas uma delas tenha valor ndo nulo. Especificamente para a
restricdo (6), voltada & primeira maquina, toma-se como premissa que ndo ha beneficio
nenhum oriundo da sua ociosidade, antes que esta execute todas as tarefas. Assim, a
constante S; representa a soma dos tempos de execucdo na maquina 1 de todas as
tarefas designadas. O grupo de restricdes (8) impede que uma maquina processe
simultaneamente mais de uma tarefa. Isto € feito da seguinte forma: dadas as n tarefas e
um intervalo de tempo limitado entre um valor de tempo t; (valor minimo) e o tempo t;
somado aos tempos de processamento de todas as n tarefas (valor méximo), é
impossivel que exista mais de uma variavel que represente a finalizacdo da tarefa j na
maquina i nesse intervalo. O grupo (9) de restricdes determina que as tarefas sigam a
ordem de execucdo do flow shop: todas as tarefas devem ser processadas inicialmente
na maquina 1 e, em seguida, na maquina 2, fazendo com que dentre todas as variaveis
que representam possiveis finaliza¢cbes na maquina 2, até um tempo t;, somada a todas
as varidveis que representam eventuais finalizacdes da tarefa na maquina 1 em tempos
de t; até t,,,, (ou em tempos onde a tarefa ndo tivesse sido terminada na maquina 1,
quando comparadas as demais variaveis com indice i = 2 na mesma equacao) apenas
uma variavel podera representar a finalizagdo de uma tarefa j numa méaquina i no tempo
t. As equacdes do grupo (10) compreendem as restricbes de integralidade e néo
negatividade.



3.2 Formulagéo 2

A formulacdo 2 baseia-se no Teorema 1, o qual afirma que os problemas
RBIIXwT e Flprmu| X w;T; sdo equivalente. Neste sentido, na Formulagdo 2, a
preocupacdo € elaborar um seqiienciamento para a segunda maquina do sistema, e
depois utilizar esta mesma sequéncia de execucdo de tarefas para a maquina 1.
Procedendo desta maneira, é possivel extrair da variavel de decisdo o indice de maquina
I. Tem-se com isso a variavel de decisdo x;,, que representa o tempo t de conclusdo da
tarefa j na segunda maquina.

Funcdo Objetivo:

n tmax

MinZ=z Z custo(j, t). x;; (11)

j=1t=pyj+py;

Onde: custo(j,t) = Ti.w;

Sujeito a:

Z X =1 v j=1..,n (12)

t=p1j+p2;

n t1tp2ji— 1

z Z Ye S1 ¥ =0, by (13)
j=1

t=tq
t1tD2;

z plj'xjt < tl v tl = 0; ---:tmax (14)
t=0

M:

j=1

Restri¢des de Integralidade e Ndo Negatividade:

x. € {01} Vv j=1,.,n \4 t=0, ..., tnax (15)

A funcdo objetivo (11) utiliza o mesmo principio da funcdo objetivo da
formulacdo 1, representando a minimizacdo do somatorio ponderado dos tempos de
finalizagdo das tarefas na segunda méquina. O primeiro grupo de restricdes (12), com
proposito semelhante ao primeiro grupo da Formulacdo 1, equacdes (6) e (7), faz com
que cada tarefa j seja finalizada exatamente uma Unica vez na Gltima maquina. O



segundo grupo de restrigdes (13) encarrega-se de fazer com que a maquina 2 processe
uma tarefa de cada vez. O terceiro grupo de restri¢cbes (14) faz com que seja respeitado
0 seqiienciamento caracteristico do ambiente de Flow shop. A montagem das restri¢des
utiliza o raciocinio a seguir: tomado um tempo t; 0 somatério de todos os tempos de
processamento na maquina 1 das tarefas que eventualmente ja tenham sido finalizadas
no sistema deve ser menor ou igual ao tempo t;. Ou seja, para que a tarefa possa ser
finalizada até t; + py;, esta deve ter sido finalizada na maquina 1 até o tempo t;. O

grupo (15) apresenta as restricGes de integralidade e ndo negatividade da variavel
utilizada.

3.3 Formulacéo 3

A Formulagdo 3 assemelha-se bastante & Formulagdo 2, partindo do principio
que os problemas F||Xw;T; e F|Jprmu|Xw;T; sdo equivalentes. Emprega as
variaveis x;; que assim como na Formulagéo 2, representam o tempo t de finalizagdo da
tarefa j no sistema. De forma a reduzir a repeticdo de variaveis nas restricGes,
notadamente naquelas restricbes que garantem o cumprimento da seqliéncia correta das
tarefas ao longo das maquinas, incluem-se na formulagdo as variaveis auxiliares y;;.
Estas variaveis representam o quanto da tarefa j ja pode ter sido processada na maquina
1, num dado instante t. As variaveis y;, podem assumir valores inteiros (ndo somente
binarios).

Funcéo objetivo:
Expressdo (11), descrita na Formulagéo 2.

Sujeito a:

O primeiro e segundo grupo de restriches sdo representadas pelas expressoes
(12) e (13), respectivos primeiro e segundo grupo de restricdes da Formulacao 2.

t1+(@1j+p2j)-1

(3’jt1—)’jt1_1) - Z xe =0 V j=1..,n; V 4
t=t1+py;

O terceiro grupo de restricdes da Formulacéo 3, representada pela expresséo (16)
acima, encarrega-se de manter o sequenciamento correto das n tarefas (processamento



na maquina 1 e, depois, processamento na maquina 2). Neste grupo, a variavel y;, atua
no sentido de substituir uma série de variaveis x;, em cada uma das restri¢Ges. Assim,

diminui-se 0 numero total de variaveis nas restricdes. A logica envolvida em (16) é a
seguinte: para um dado tempo t; e tarefa j, a diferenca entre o quanto a tarefa j ja foi
processada na maquina 1 em relacdo ao tempo t imediatamente anterior (esta diferenca
sera igual a 0 ou 1) € igual ao somatorio das variaveis x; que representam possiveis

finalizacdes da tarefa j, considerando o tempo t;.

n
Zy].t <t A4 t=1, eor Unax (17)
j=1

O quarto grupo de restricbes da Formulacdo 3, representado pela expressédo (17)
limita o somatorio dos valores das variaveis y;,, para um dado tempo t. Isto precisa ser
feito uma vez que, o somatdrio dos processamentos na maquina 1 de todas as tarefas,
realizados até o tempo t ndo pode ser, de fato, maior do que o préprio tempo t.

Restri¢bes de Integralidade e Ndo Negatividade:

As restricbes de integralidade e ndo negatividade sdo representadas pelas
expressdes (15) (semelhante a restricdo de integralidade e ndo negatividade da
Formulacéo 2) e a expressdo (18) abaixo:

Yje =20,V j=1,..,n v t =0, .., thax (18)

4. Resultados Computacionais

Como forma de analisar o desempenho das Formulagbes 1, 2 e 3, foram
utilizadas instancias, com até 50 tarefas. Para cada instdncia com o mesmo numero de
tarefas, foi atribuido uma letra (A ou B). As instancias que contém a letra A apresentam
os tempos de processamento nas maquinas 1 e 2 (p,; e py;) entre os valores 1 e 5. Ja as
instancias com letra B, os valores destes dois parametros situam-se entre 1 e 10. Em
relagdo aos pesos associados as tarefas (w;), em todas as instancias os valores minimos
e maximos estdo entre 1 e 5.

A data de término prometida (d;) apresenta como valor minimo a soma dos
tempos de processamento da tarefa j nas maquinas 1 e 2 (p;; + p,;) € COMo maximo o



maior valor entre a soma dos tempos de processamento nas maquinas 1 e 2 de todas as
tarefas.

Todos esses numeros foram gerados a partir de uma distribuicdo aleatoria
uniforme utilizando a férmula “ALEATORIOENTRE” do MS-Excel 2007.

O computador utilizado foi um Intel Core 2 duo de 2.13 GHz, com 2,00 GB de
memoria RAM. Para cada formulagdo, foi produzida uma “tabela de resultados” com
oito campos (o significado de cada um dos campos esta exposto na Tabela 2). O tempo
limite de execucdo adotado foi igual a 14.000 segundos (4 horas). As Tabelas 6 e 7,
disponiveis no Apéndice, informam os valores de p,;, p,;, w;, d; de cada tarefa j, para

as instancias da Série A e da Série B.

CAMPO INFORMACAO DO CAMPO

Instancia Informa a instancia resolvida

Valor da Relaxagdo | Informa o valor da fungéo objetivo ao se fazer a relaxagéo linear
Linear do problema original

Informa o valor da funcéo objetivo apds a relaxacgdo linear do

Valor da Relaxacao L .
problema e a aplicacéo do pré-processamento e dos cortes do

Linear + Cortes

CPLEX 11.0
Valor da fungéo Transmite o melhor valor da funcdo objetivo até o limite de
objetivo tempo estabelecido para execucao do algoritmo
Valor da fungéo Registra a diferenca percentual entre o valor da relaxagéo linear
objetivo x Relaxacdo | do problema original e o valor da funcdo objetivo apds o limite
linear de tempo estabelecido.

Informa o tempo utilizado na resolucdo. Caso o tempo seja igual
Tempo (S) ao valor limite estabelecido, isto significa que o valor do campo
“valor da funcao objetivo” ndo ¢ provadamente 6timo

NUmero de nos Informa o nimero de nds abertos na arvore de branch and bound

Para as instancias onde nao foi encontrada solucéo 6tima
informa-se, percentualmente, a distancia maxima entre a melhor
solucéo encontrada e a solugéo 6tima. Caso o valor deste campo
seja igual a 0,00%, isto significa que a solu¢do do campo “valor

da fungéo objetivo” é otima.

Distancia maxima do
valor 6timo

Tabela 2 - Campos das tabelas de resultados e seus significados

As Tabelas 3, 4 e 5 apresentam os resultados de desempenho das Formulagdes 1,
2 e 3, respectivamente.




Valor da Valor da Valor da | Valor da fungdo NG Distancia
Instancia Relgxagéo _ Relaxacdo fu_ng_éo objetﬂivo.x Tempo (s) dl;rr;g‘so méxin)a_ do
Linear Linear + Cortes | objetivo | Relaxacado linear valor 6timo

4A 26,00 26,00 26 0,00% 0,22 1 0,00%
4B 43,00 43,00 43 0,00% 0,02 1 0,00%
6A 57,00 58,00 58 1,72% 0,08 1 0,00%
6B 54,00 54,00 54 0,00% 0,09 1 0,00%
8A 71,75 77,00 77 6,82% 0,28 1 0,00%
8B 262,50 266,00 266 1,32% 1,19 1 0,00%
10A 99,57 102,00 102 2,38% 1,06 1 0,00%
10B 364,05 376,00 376 3,18% 21,58 1 0,00%
12A 137,02 144,00 144 4,85% 53,2 1 0,00%
12B 432,77 455,00 455 4,89% 178,33 113 0,00%
14A 190,55 204,00 204 6,59% 25,14 1 0,00%
14B 672,29 683,25 693 2,99% 455,98 79 0,00%
16A 232,84 239,42 252 7,60% 106,36 63 0,00%
16B 861,50 873,66 886 2,77% 515,56 79 0,00%
18A 259,77 265,36 274 5,19% 153,16 43 0,00%
18B 1.094,68 1.105,91 1.134 3,47% 4.955,83 1.062 0,00%
20A 478,25 486,38 493 2,99% 175,81 31 0,00%
20B 1.294,84 1.305,91 1.346 3,80% 8.921,28 4.313 0,00%
25A 673,93 684,96 688 2,04% 249,64 3 0,00%
25B 1.720,88 1.735,59 1.764 2,44% 13.684,49 835 0,00%
30A 946,61 953,76 968 2,21% 546,06 22 0,00%
30B 2.609,26 2.620,95 2.795 6,65% 14.400 26 5,62%
35A 1.221,64 1.230,68 1.278 4,41% 14.400 2.241 2,66%
35B 3.662,13 3.673,26 4.094 10,55% 14.400 3.625 9,84%
40A 1.430,40 1.438,34 1.479 3,29% 14.400 1.410 1,83%
40B 4.664,20 4.679,12 7.349 36,53% 14.400 7 36,14%
45A 2.093,20 2.102,54 2.302 9,07% 14.400 183 8,21%
45B 5.878,39 5.894,69 - - 14.400 3 -
50A | 2.492,77 2.502,04 2.817 11,51% 14.400 30 11,04%
50B 6.521,98 6.537,46 7.352 11,29% 14.400 3 10,91%

Tabela 3 — Resultados obtidos pela Formulagdo 1




Valor da

Valor da = Valor da Valor da fungdo , Distancia
Instancia | Relaxagdo Figlaxagao fungao objetivo x Tempo (s) Nume,ro maxima do
Linear inear + objetivo Relaxagdo linear de nos valor 6timo
Cortes
4A 22,54 26,00 26 13,31% 0,01 1 0,00%
4B 43,00 43,00 43 0,00% 0,02 1 0,00%
6A 50,19 58,00 58 13,47% 0,05 1 0,00%
6B 54,00 54,00 54 0,00% 0,06 1 0,00%
8A 66,50 77,00 77 13,64% 0,11 1 0,00%
8B 242,88 266,00 266 8,69% 0,39 1 0,00%
10A 87,60 102,00 102 14,12% 0,34 1 0,00%
10B 338,26 376,00 376 10,04% 8,02 1 0,00%
12A 119,20 144,00 144 17,23% 12,03 1 0,00%
12B 405,19 427,49 455 10,95% 74,27 462 0,00%
14A 177,74 204,00 204 12,87% 10,00 1 0,00%
14B 622,69 648,19 693 10,15% 264,08 2.712 0,00%
16A 219,85 237,02 252 12,76% 22,63 68 0,00%
16B 809,58 838,28 886 8,63% 358,61 2.780 0,00%
18A 243,07 265,72 274 11,29% 31,95 19 0,00%
18B 1.028,41 1.064,05 1.134 9,31% 3.355,73 30.708 0,00%
20A 442,48 483,93 493 10,25% 30,19 30 0,00%
20B 1.224,42 1.262,36 1.348 9,17% 14.400 118.101 0,37%
25A 630,93 672,18 688 8,29% 56,48 218 0,00%
25B 1.617,15 1.672,55 1.764 8,32% 14.400 92.018 0,34%
30A 895,53 930,13 968 7,49% 1.738,66 24.714 0,00%
30B 2.502,89 2.546,14 2.732 8,39% 14.400 17.763 4,21%
35A 1.173,29 1.200,38 1.264 7,18% 14.400 189.783 0,63%
35B 3.530,73 3.578,42 3.815 7,45% 14.400 6.225 4,38%
40A 1.396,32 1.416,95 1.459 4,30% 10.536,48 | 56.108 0,00%
40B 4.504,20 4.548,74 4.923 8,51% 14.400 3.987 5,53%
45A 2.058,12 2.082,32 2.149 4,23% 14.400 46.389 1,21%
45B 5.687,38 5.735,52 6.268 9,26% 14.400 1.491 7,18%
50A 2.452,06 2.468,27 2.582 5,03% 14.400 14.788 3,10%
50B 6.337,42 6.380,52 7.048 10,08% 14.400 783 8,61%

Tabela 4 — Resultados obtidos pela Formulagéo 2




Valor da

Valor da = Valor da Valor da fungao , Distancia
Insténcia | Relaxacdo Rglaxagao funcao objetivo x Tempo (s) Nume,ro maxima do
Linear Lgf.—at;: objetivo Relaxagao linear de nos valor étimo
4A 26,00 26,00 26 0,00% 0,02 1 0,00%
4B 43,00 43,00 43 0,00% 0,05 1 0,00%
6A 55,00 58,00 58 5,17% 0,05 1 0,00%
6B 54,00 54,00 54 0,00% 0,09 1 0,00%
8A 70,64 77,00 77 8,26% 0,70 1 0,00%
8B 258,80 266,00 266 2,71% 0,39 1 0,00%
10A 98,25 102,00 102 3,68% 1,48 1 0,00%
10B 361,81 376,00 376 3,77% 13,36 1 0,00%
12A 135,80 144,00 144 5,69% 14,73 1 0,00%
12B 431,15 440,22 455 5,24% 76,17 292 0,00%
14A 190,33 204,00 204 6,70% 25,06 1 0,00%
14B 670,24 680,50 693 3,28% 139,17 397 0,00%
16A 232,60 239,13 252 7,70% 29,98 81 0,00%
16B 859,87 868,45 886 2,95% 203,09 444 0,00%
18A 258,44 267,89 274 5,68% 28,06 3 0,00%
18B 1.091,27 1.105,84 1.134 3,77% 1.007,55 4.400 0,00%
20A 475,62 486,09 493 3,53% 41,67 10 0,00%
20B 1.290,59 1.304,24 1.346 4,12% 3.572,88 19.329 0,00%
25A 671,43 680,18 688 2,41% 227,78 3.212 0,00%
25B 1.719,24 1.733,06 1.764 2,54% 3.691,86 6.240 0,00%
30A 940,33 951,66 968 2,86% 657,56 2.716 0,00%
30B 2.607,43 2.616,84 2.720 4,14% 14.400 6.722 2,35%
35A 1.219,14 1.226,77 1.263 3,47% 10.919,92 | 56.209 0,00%
35B 3.657,94 3.667,87 3.756 2,61% 14.400 3.744 1,44%
40A 1.429,45 1.437,02 1.459 2,03% 1.130,02 9.861 0,00%
40B 4.658,93 4.670,73 4.844 3,82% 14.400 2.620 2,46%
45A 2.091,99 2.103,28 2.149 2,65% 14.400 24.347 1,02%
45B 5.873,70 5.887,28 6.135 4,26% 14.400 564 3,21%
50A 2.490,81 2.501,02 2.548 2,24% 14.400 11.998 0,98%
50B 6.516,84 6.529,47 6.970 6,50% 14.400 490 5,54%

Tabela 5 — Resultados obtidos pela Formulacéo 3




A anélise do desempenho das Formulacfes 1, 2 e 3 considerara as trés questdes
a sequir:

e Proximidade do valor da relaxacéo linear do problema inicial (limite dual
inicial) em relacdo ao valor 6timo da funcéo objetivo;

e Sucesso ou fracasso em encontrar a solucdo 6tima dentro do limite de tempo
maximo estabelecido. Para aquelas instancias onde ndo foi encontrada a
solucdo Otima, o desempenho serd medido em funcdo da distancia maxima
entre a melhor solugdo encontrada e a solucgéo 6tima; e

e Tempo empregado para encontrar a solucdo 6tima.

No tocante a proximidade do valor da relaxagdo linear em relacdo ao valor
6timo, é possivel notar nas tabelas de resultados que a Formulacdo 1 obteve valores
mais préximos ao valor 6timo em todas as instancias. A Unica excecdo foi o fato de que,
nas instancias 4B e 6B, os limites duais iniciais foram exatamente iguais ao obtido pelas
demais Formulacdes. Dentre as Formulagbes 2 e 3, esta ultima gerou limites mais
préximos do valor 6timo, quando comparadas entre si.

Tomado o segundo aspecto da andlise: sucesso ou fracasso em encontrar a
solucdo 6tima dentro do limite de tempo maximo estabelecido (ou a distancia maxima
da solugdo Otima, para os casos onde ndo foi encontrada solucdo comprovadamente
6tima dentro do limite de tempo), qual, dentre as trés formulac6es, apresentou o melhor
desempenho?

O exame das tabelas de resultados das instancias transmite que, ao utilizar a
Formulacdo 1, nove instancias ndo apresentaram solugdo 6tima. Ao empregar a
Formulacdo 2, dez instancias ndo registraram solucdo 6tima. JA o emprego da
Formulacdo 3 fez com que ndo se chegasse a solucdo 6tima em sete casos. A Tabela 6
sintetiza estes resultados:

Formulacao N° de instancias aonde n3o se chegou ao valor 6timo em 14.400s
1 9
2 10
3 7

Tabela 6 — NUmero de instancias onde ndo se encontrou a solugdo 6tima

Com base na Tabela acima, é possivel observar que as trés formulacdes
apresentadas apresentaram ndmeros proximos de instancias onde ndo foi possivel
encontrar a solucdo 6tima dentro do limite de tempo. Contudo, a analise da distancia
méaxima entre o valor 6timo e a solugdo encontrada auxilia na anélise de que, no tocante
ao sucesso ou fracasso em encontrar a solugdo 6tima dentro do limite de tempo maximo
estabelecido, a Formulacdo 3 apresentou o melhor desempenho. Quando séo analisadas
estas distancias, nota-se que a Formulacao 3 apresentou as menores diferencas. Ou seja,




para aquelas formulacGes onde ndo se encontrou a solucdo 6tima, pelo menos a solucao
encontrada ficou mais proxima da solucdo comprovadamente Otima. Julgar qual
formulagdo apresentou o segundo melhor desempenho dentre as Formulagfes 1 e 2 é
dificil pois, apesar de a Formulacdo 1 apresentar menor nimero de instancias onde ndo
se encontrou o valor 6timo, as distancias maximas em relagdo ao valor 6timo verificadas
foram superiores quando comparadas a Formulagéo 2.

Ha que se notar também que, independente da formulacdo empregada, a
dificuldade em encontrar a solucdo 6tima concentra-se na parte inferior das tabelas de
resultados. Isto é justificavel na medida em que, quanto maior o niumero de tarefas da
instancia, maior € o nimero de variaveis e restricdes empregadas.

No tocante ao ultimo ponto de comparacdo, tempo empregado para encontro da
solucdo 6tima, as analises serdo feitas tomando por base as instancias da série A e da
série B, separadamente. Ao realizar esta divisdo, € possivel apresentar seis graficos
(dois para cada formulacao) contendo o nimero de tarefas no eixo horizontal e o tempo
utilizado para encontrar a solucao étima no eixo vertical.

De forma a possibilitar a inclusdo de amostras com diferentes ordens de
grandeza nos graficos, foi utilizada a escala logaritmica. Os marcadores em forma de
losango denotam que a solucdo encontrada é 6tima. Marcadores em formato triangular
declaram que a solucéo ndo € comprovadamente 6tima. Excecédo se faz a Formulacgdo 1
quando utilizada a instancia de 45 tarefas, da série B. Neste caso, nenhuma solucao
viavel foi encontrada ao final dos 14.400 segundos.
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A andlise dos gréficos acima denota que as Formulagdes 2 e 3 apresentaram,
cada uma, 6 instancias onde o tempo de execucdo foi superior a 100 segundos. A
Formulacédo 1 apresentou niUmero um pouco superior ao das Formulagdes 2 e 3.

Apesar do fato de que as Formulagcbes 2 e 3 apresentarem mesmo numero de
instancias com tempo de execucéo superior a 100 segundos, a Formulagéo 3 foi superior
ao lidar com as instancias de nimero de tarefas igual ou superior a trinta e cinco.
Empregando a Formulagdo 3, foi possivel encontrar a solu¢do Otima da instancia de
trinta e cinco tarefas, encontrar de maneira mais rapida a solucdo 6tima da instancia de
quarenta tarefas (além de encontrar solugdes mais proximas do valor 6timo da fungéo
objetivo nas instancias de 45 e 50 tarefas, fato abordado anteriormente).

Sdo analisadas a seguir as instancias da série B. Os gréaficos 4, 5 e 6 ilustram os
resultados das FormulagGes 1, 2, 3 respectivamente:
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A partir dos graficos acima, nota-se que o emprego da Formulacdo 3 possibilitou
solucionar o maior nimero de instancias com vinte tarefas ou mais. A Formulacéo 1
conseguiu resolver instancias com maior numero de tarefas do que a Formulagéo 2 (fato
que ndo ocorreu quando foram utilizadas as instancias da série A).

E possivel sintetizar os critérios analisados e eleger, dentre as trés formulacdes, a
melhor? Sem davida, trata-se de uma questdo de qual critério a ser adotado. Se levado
em consideracdo a questdo de qudo apertada é a formulagdo, a Formulacdo 1 seria eleita
como melhor. Se tomado o critério de velocidade e capacidade de resolver as instancias
propostas, a formulacdo que mais se destacaria seria a Formulagéo 3.

5. Consideracdes Finais

Este trabalho, que se insere no contexto do Programa de Mestrado em
Engenharia de Producdo da Universidade Federal Fluminense, apresentou trés
formulagdes de programacdo inteira, com varidveis contendo indice de tempo, para o
problema de escalonamento deterministico F, || X w; T;, comprovadamente NP — dificil.
A relevancia deste estudo esta em apresentar formulacdes que possibilitem a resolucéo
de instancias com razoavel numero de tarefas. Neste sentido, pode-se dizer que as
formulagcGes apresentadas cumprem este papel. Sugestdes para futuros trabalhos nesta
area passam pela proposicéo de cortes as formulagdes, bem como adicéo de variaveis de
decisdo que possibilitem formulaces que gerem limites duais iniciais mais proximos do
valor 6timo da fungéo objetivo.
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